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第 零 章 有 关 Banach 空 间 几 何 
的 若干 知识 


本 章 是 全 书 的 预备 篇 ， 是 叙述 正文 所 必需 的 ， 属 于 Banach 空 
间 几 何 学 的 若干 基本 概念 和 命题 。 本 章 绝 大 部 分 内 容 可 在 参考 文 
献 C1 一 中 可 到 ， 因 此 除 最 后 二 定理 外 ， 其 余 均 未 写 出 证 明 。 

XPC, | e 和 表示 实 的 - Banach яз а], X*'- CX, |. 12% 

是 Хк ЛҮ [Н], SOOO, UO A) И ДЕВХ 的 单位 球面 和 单位 球 。 
SQCO, ОХ»), S(X**), Uc(X**) jp Er ge E BJ. ` 


1 基本 定理 


范 数 拓扑 与 弱 拓 扑 的 关系 MEME 

记 o(X, XO ХЕ, o(X*, 2079 X* Latt 
JxOO0 Ad HOUR ER XF X** 中 的 像 。 

定理 0.1 CX,20(X,X02* = X*, CX* ,o(X*,X)3* -J4(X). 

定理 0.2 (Banach-Mazur) АЖ: Ху, ДА 59 <А 
in. . 

定理 0.3 (Banach-A laoglu- -Bourbaki)(U(X*), 2X", Хх) 
是 紧 Hausdorff 拓扑 空间 。 | 

定理 0.4 — (Goldstine- Weston) J LOO deX mg " 

定理 0.5 ” 范 数 拓扑 与 弱 拓 扑 等 价 人 多 和 是 有 限 维 空间 。 

支撑 点 эжи 

定义 0.1 ХХ 的 有 内 点 的 凸 集 ， 人 的 边界 上 点 x oo 
返点 , 乃 指 存在 fE є SQ), €O “sup Ө, 这 样 的 1 称 为 支撑 泛 
HI. . . . А ` | I 
定理 0.6 。 (第 一 Bishop-Phelps 定 理 ) C 是 X 的 有 界 闭 山子 
集 ，C 的 支撑 点 全 体 在 C TUS SI EN. 

1 · 


定理 0.7 (第 二 Bishop-Phelps 定理 ) C 是 X Wf RA 
TE, ЖС 上 达到 最 大 值 的 线性 泛 函 全 体 在 Хей. 

定理 0.8 (James) X* 中 每 一 个 1 均 能 在 X 的 单位 球 上 
达到 自 «iex BE. 

端点 表示 问题 

Æ 0.9 (Minkowski)K J& n f xi] Хар tuse, Xp 于 
MELEK, 存在 xi Eext(K) 一 一 K 的 端点 集 Ж а,220() 21,2, 
ems Bs 使 


定 一 .0.10 — (Krein-Milman) K 是 X 的 非 空 紧 凸 集 
| K = соу (ext(K)) 
定理 0.11 (Choquet) KÆ X 的 非 空 紧 凸 集 ， 对 于 任何 
XxoEK， 存 在 集中 于 ext(K) 上 的 概率 测度 kxo，Lxo(K) = 
#so(ext(K)) =1 H. 
роь) = тодар GEXH. 
7. i 


ZEE $82 基 
E Ж, Ж ыза 

-定义 0.2 X hyk#|(x,);-, ВК XH] Schauder 基 (简称 

Sk) PREHEN x€ X， 存 在 唯一 的 一 组 数 {a,)3-:， 
х= Èa, x, 

定义 0.3 x t J1x,)1-, ROX REE RE Ges 是 
ж, Bx] 21-1, 2, =). | 

定理 0.12 每 个 无 穷 维 Banach 空间 必 合 有 存在 基 的 AF 
空间 。 

定理 0.15 XX 中 点 列 {X,}?-， AES a» х„=0 (n=1, 
2, 5, (2) 存在 k>0， 对 任何 实数 列 {cjj7-:， 正 整数 m 
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m,n-m,Ta 4 iz a,x,| sk ||: Fax, l, (3) x= “span (x, rum 


定义 0.4 X 的 基 {x.}*-， 与 Y 的 基 {y.}?.， 等 价 乃 指 对 任 
filan} PET Ax хде S av, E ҮН. 

定理 0.14 XX 的 基 {x,}?-, 与 Үй SEALE redd P. 
X 9j Y [А ЕШ ИТ, X—Y, Tx,-y,(n-1, 2, “Ээ. 

定理 0.15 有 基 的 Banach 空间 有 不 可 数 个 两 两 不 等 价 的 规 
范 基 。 

XX 0.5 ХІЈ(х,)1.. ЖЖ, Р,(п=1, 2, =) 称 为 X 上 


的 射影 算 子 乃 指 P= За (n=1, 2, е). 
= Daix 


定义 0.6 iP ERO Ts dE. 
XX 0. X 中 点 列 {x,);-， 称 为 基 序列 乃 指 (nil. Ж 
5pan{x,}?-， 的 基 。 ü 
XX 08 ах (х). 为 基 ， 如 对 数列 (s, 和 
自然 数 的 增 列 (P)... _ b a 20s 是 基 序列 ， NURSE 
жя. 
定理 0.16 RY 是 有 基 空 间 X 的 无 穷 维 闭 子 空间 ， 则 了 必 
有 子 空间 Z, Z 的 基 与 X 的 一 个 块 基 列 等 价 . | 
单调 基 、 收 缩 基 与 有 界 完备 基 
EX 0.8 基 {x,]5-， 称 为 单调 基 乃 指 对 任何 x€X, х= 
Daf ах жй. 
定义 0.10 3E(x,);-, PORE TRAET EX v 
lim sup(f (x): = (1-Р„)х, llc] c1) =0. 
定义 0.11 基 [x,]?-， 称 为 有 界 完备 基 乃 指 对 任何 数列 
8 с, 


{qe}, sup] Зах с am 5 ax; ЕХФ. 
‚ 定理 0.17 设 X 以 {x,}*-， 为 基 ， 下 列 说 法 等 价 . 
Cb X BE: ' 
do (x). ЖЕЙН SESS s 
dy X 的 每 个 基 均 收缩 
«pb X 的 每 个 基 均 有 办 完备 。 
无 条 件 基 与 对 称 基 | . 
, 定义 0.12 基 {x,js-， 称 为 无 条 件 基 乃 指 对 任何 和 中 元 x = 
229.х,» SU GRISE, НП НКЛ GE IRI SBEULOOT:-., 


x= > а, (уал) ° 

定理 0.18 XX 以 {x,)}?-， 为 无 条 件 基 ， 下 列 说 法 等 价 ， 

<D’ X B G 

o X ЕЕН RS US 同 梅 的 子 空间 ! 

<3，X 不 含 与 U 或 co 同 构 的 子 空间 i 

cá X хе 均 不 含 与 1! 同 构 的 子 空间 ， 

‹5› Х** 可 分 。 | | 

定义 0.15 基 {x,}?-， 称 对 称 基 : 系 指 对 自然 数 的 任何 重 
HDs (x); 与 Gu) 等 价 。 

定义 0.14 基 {x,}*-， 称 子 列 不 变 基 乃 指 对 自然 数 的 任 何 
RAI. Gi). 等 价 。 

定理 0.19 对称 基 是 无 条 件 基 和 子 列 不 变 基 。 

$ š Pu. H 性 质 与 光滑 性 

йт ЕЗ: АЖЖ | 

定义 0.15 X 称 为 一 致电 (ОВ) 乃 指 对 任 Df B Goss, 
{>„}1-, c SOD, lmlz, +у,|=2 蕴涵 lim |x,- y,! =0. 

定义 0.16 和 称 为 弱 一 致 凸 (WUR) 乃 指 对 任何 {x,}.,， 
{э„}т-‹©8оо), limljx, +y, = 2 蕴涵 limf (x, = У„) = 0, Cf € X") 


. 4 


定义 .0.17 X Sk AS ОК) {ИЯГЕ 何 x, х„Є 
SO00m-1, 2, ++), limlx, *x,l 22 јх - х, 0. 

定义 0.18 X Rb SS FO ER — Sx 6 CWLURO 75 8X HE Tj хь, 
х,Є8(Х)(п=1, 2, ==), lim[xy*x,|[722 z& #Ë lim f(x, —x,) 
20(f€ X*). UT UT 

定义 0.19 Хн kg SR — SC OMLUR) 75 RHE x. 
X, У.С8(Х)(п=1,2, =) , lim |x - y,—2x,] =0 Z&it lim 
lx,- », l| = 0 m UT 

定义 0.20 多 称 为 严格 唔 (R) 乃 指 对 任何 的 Xo,yo ESCx)， 
|х, + Yl] = 228 ix = y, 

定义 0.21 X HECUR-GHTECHOJS 指 对 任何 x,,x,€ Xin = 
1,2,--)1imllx,] = dx, fnlimf (х,) = f(x.) ЄХ) тх, — 
x29. 

定义 0.22 X pA Hh (НЕ) 7538 ХАЖН HATE 
PR ПЧ. 

定义 0.23 X 称 为 具有 一 致 Kadec-Klee 性 质 (UKK) 7538 
对 任何 070, 17 0220, fi24(x,)7-; CUC), x, x,, sep) z- 
c f dlix,]- 0. ОХ sep(x, ) = infir, - х.) 


定义 0.24 ХУВ (NUR) 乃 指 对 e>0, 存在 
$970, 1x, x1, lix, — хе cov (x) [Г] B|I(0)== Сф 

定义 0.25 X44 Àk— S8 CKURO RAE IERI 3,10 ,x 1? ,-, 
x121)2.,CSQO, Пт |х +х{ etxi] =Кк+1 # їй 
Aq, M Хр) = 

1 1 > 1 

лоолор fiot 

зр поа feit De fao 


] 
(Rm 
》 fe si € UcX*) [ox 


P 


9856660000009 099002 G00999 фор 000 | 


L i 
pum PE 


X 206° — пу (KUR 指 的 是 对 任何 x, € SOOO = 1, 


2， °° j = 1， 2， “*, k’), EST Tob X, l| k^ (п->со) 
liml|x, 47 Xl 200, ij 21,2,-k^) 


定义 0.26 X RARA (URED) унет ео, 
0<е<2 和 0xzcx N 


inffi - - ||x + Eu xc SQO, [Ml ze pet 


定义 0.27 ХЖ Ы — Kh (URWC) 乃 指 对 人 
何 e, 0<е<2 和 任何 不 含 零点 的 非 空 弱 紧 子 集 A 


intfint[1 ~ |x + Aal :x€ SOO, Ihzl >e }: z€ Also 


定理 0.20 ЖЕНИП PARREODAE 〈 见 图 1) - 


光滑 性 、 可 微 性 及 其 间 关 系 

定义 0.28 ХЖ (S) 乃 指 对 住 何 xc SOO, FEE 
一 的 fES(X*), 使 f(x)=1， 由 :SCX) 到 SC(X*) 的 上 述 映 射 称 为 支 
撑 映 射 ， 并 记 x 处 支撑 泛 函 f 为 + (Xx)。 

定理 0.21 若 X 光 滑 ， Mie aha wam isi 


. 6 5 


定义 0.28 X Wk ROG VD 7518 X 光 滑 旦 支撑 上 映射 是 
38,38 — — 99 YE E RJ. 

定义 0.30 ХЖ (SS) 7518 XOCIB B. 支撑 映射 是 
范 数 一 一 范 数 连续 的 。 | 

定义 0.81 久 称 为 一 致 光滑 (US) 乃 指 对 任何 69, FE 
6>>0， 当 хЄ5(Х), 0<|у|< д] 

Cix + yl + lx- yl- 2)/lyl<e 

定义 0.32 X 称 为 Gateaux пр (G) ， 力 指 存 在 SC(X) x 

S(X) LZ 8x, y), XF x, yES(X), e> 0 有 (х, у, &) > 


о, ор cong | Ив, y) | <=. 


易 知 5(xs у) = «у, r(x)>, XX Bo, r() 为 r(x) 在 >》 
处 之 值 。 . 
定义 0.33 X 称 为 一 致 Gateaux 可 微 (UG) 乃 指 存在 S(X) 
xS(X) 上 泛 函 8(x，?)， 对 任意 yC S(X), s2>0 存在 00, e) 
0, 3 0—]|A| «0 时 对 一 切 xC S(X) 


[iioi ie eco y) |< 


定义 0.54 Х У) Frechet 可 微 (E) ， 力 指 存 在 S(X) x 
S(X) 上 泛 函 g(x，y)， 对 任意 LESA), 650 # 00, e)>0, 
当 0<|h|<0 时 对 一 切 ?E SOO 
lix + Xy — lx 

À 


-8(х, y) < 


定义 0.35 X 称 为 一 致 Frechet 可 微 (UF) , 乃 指 存在 
5(Х)х5(Х) 上 泛 函 8(x，y)， 对 任何 60 有 0(e)>>0， 当 0< 
|h| <ó 时 对 一 切 x, y€ S(X) 


læ + Ayl- ll _ 
кем wasa 8 (x,y) |< 


定理 0.22. ЖӘНЕ, TTE, ЗЕРКАЛЕ Ж 
а [а] КЕ натан 〈 见 图 2 ) 


. T œ 


支撑 映射 连续 性 XR Ха ХЕ 


范 数 一 范 数 一 致 连续 


范 数 一 范 数 连 绕 


UL W YE E 


mak — 8 te Sk 


定理 0.25 X* 一 致 СМХ 弱 一 致 山 。 

定理 0.24 车 XX 自 反 ， 则 X(F) 可 微 人 OX* ЕН ре: 

定理 0.25 X 5—91 537556 (О ХААДЫГ Н 
BJ Zr ЇН] Н. SIE PITE й X H 5. 

再 赋 范 问题 | mE 

定理 0.26 可 分 Banach 空间 xX 可 赋 以 与 原 范 数 等 价 的 严 
Юг Н.Н Ж. 

定理 0.27 可 分 Banach 空间 X pi 与 原 范 数 等 价 的 局 部 
Жекин ео AGUA (E) 可 微 (X* 上 范 数 
H 用 * 称 为 共 斩 范 数 乃 指 在 关上 存在 与 原 苍 数 等 价 的 范 数 l Am 

в ШФ" = вирус) / lx I 2. 


定理 0.28 自 反 Banach [нр X TRUS 原 范 数 等 价 的 局 
部 一 致 凸 且 《CRF 〉 可 微 的 范 数 ， 新 范 数 生成 的 共 胃 范 数 也 是 局 部 
Зп (CF) u kB. 

-定理 0.29 d X* 是 可 分 Banach 空间 ， 则 X 可 赋 与 原 范 数 - 
等 价 的 ， 本 身 以 及 共 轿 范 数 均 为 局 部 一 致 品 和 (F) 可 SERO TL Ж. 


$4 ” 自 反 性 、 超 自 反 性 与 空间 其 他 性 质 


自 反 性 等 价 条 件 

定理 0.50 下 述说 法 等 价 
<l> XB FE; 
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‹2› X* HI 
3» ОХ); 
cb UX) HITIK 
«o XX 的 每 个 闭 子 空间 自 反 ; 
«0 X 的 每 个 闭 可 分 子 空间 自 反 ， 
<7; 任何 f€ X* 在 U(X) 上 可 达到 范 数 jils 
‘8， 久 的 每 个 闭 吓 集 有 范 数 最 小 元 ， 
D X 的 每 个 闲 凸 集 是 可 近 集 ， 即 对 任何 的 x€ X, diy€ A 
fig ix — у! = infix - zii 
‘10、 两 个 不 交 闭 同 子 集 ， 只 要 其 中 之 一 有 界 ， 则 可 用 起 平面 
严格 分 离 ; : 
di X KETA R Blay dis KERIAZ, 
d2» X* Bp p S8 Ur vL BUR ER ТБ з 
a3» X" 的 每 个 弱 闭 凸 集 是 弱 * 亲 的。 
空间 诸 性 质 之 间 关 系 E 
定义 0.56 X 称 为 一 致 左 14 OS —ÉE£ EIUS 2» 
乃 指 存 在 620 (Yx€SQO, 存在 6.>0) ， 对 任何 xb х, 
“+, х,Є8(Х) Xas Xas s, XQ€ S(X)) ， 成 立 
minjx,tx,t-«- tx, <и ó(minj||x £ x,+ + + x,||<n — ó.) 


这 里 min 取 自 一 切 可 能 的 正 负 号 排列 ， 

定义 0.37 X Sg2gB- у REES, X — SEL IUD 的、 

定义 0.38 ХЕ: (25 7548 对 任何 xj， +, x,€ 
S(X) 有 minilx, + x, + e + x, || <ne 

定义 0.59 X 称 为 一 致 非 方 (局 部 一 致 非 方 ). 乃 指 存在 9 
0(YxES(CX) ,存在 6.>>0)， 使 对 任何 x，yE SC(X)(yE SCX))， 
тах{ х+ yi, lx—ylYz1-c-ó0 (>1+6,) + 

定义 0.40 X 称 为 非 方 乃 指 对 任何 x, VESKO 


max(|x- yil, lx— yll}>1 - 
定理 0.31 X (~g dEX€X (0) ЕО. 


定理 0.32 X 包含 与 cv 或 у т-а АХ ЕВ. 
定义 0.41 ХН Banach- -Saks 性 质 (BSP) 乃 指 对 任何 
有 界 序列 {x,) »-15 ЕЯ 满足 


lim А XS tx 
k 


k—- 


定义 0.42 X 称 为 弱 紧 生成 空间 (WCG) TE FERE Ж R 
K, {E X =spanK . 

定义 0.45 藉 称 为 亚 自 反 的 指 dim(X**/J (Хә) Соо. 

定义 0.44 ХН Radon-Nikodym fk 质 (RNP) 乃 指 
对 每 个 有 限 完备 非 负 测度 空间 CO, Е, п ЖИ@—1 ROSAS 
变 差 的 、k 连 续 的 向 量 测度 mm:Z->X, 存 在 fE po, Х)У{ т(Е) = 


| fdu(E€ р). 


c = x € X 


定义 0.45 X hf K Ш о ӯ пу) 指 对 任 fur 
870, dj x,C K, #Ex,€ cov (KNB(x,,eg))(x, € o-cov(KNB(x,, 
2)))。 这 里 B(x,, е) = (x€ X: х х. 1<е). 
定理 0.55 下 述说 法 等 价 
d» X Hj RNP, 
‘2、X 的 每 个 有 界 子 集 是 可 四 集 ; 
DX 的 每 个 有 界 子 集 是 onde. 
定理 0.54 X 的 共 轿 空间 X* BTAX Алг RNP. 
定义 0.46 和 X 称 具有 ,Krein-Milman Ещ (KMP) 乃 指 对 
AER Ж ЁЗ Ж K, K = соу (ext(K)). 
定义 0.47 ЖАБА Y 在 赋 范 空间 X 中 有 有 限 表 示 (或 
称 X 模 写 Y) 乃 指 Y 的 每 个 有 限 维 子 空间 Y, 和 和 >1， 存 在 X 中 


有 限 维 子 空间 X, 以 及 Y, eX, 的 满 线性 同 胚 T， — lyl<lTyl 
«alvi Ge Y. . 


定义 0.48 X 称 为 具有 超 4 性 质 乃 指 任何 在 X 中 有 有 限 表示 
和 的 Y 具 有 4A 性质 .例如 XX 称 为 超 自 反 的 指 任何 在 X 中 有 有 限 表 示 


LÀ 10 * 


的 Y 是 自 反 的 。 Е 
定理 0.35 РБА 
co X 超 自 反 ， 
<2，X 有 等 价 一 致 号 范 数 ， — 
‘3)X 有 等 价 的 一 致 光滑 范 数 ， 
cb. X 有 等 价 的 一 致 中 且 一 至 光滑 范 数 ， 
<D XÆ BSP; 
<6，X 有 超 RNP; 
'‹7› XER KMP. 


定理 0.36 诸 空 间 性 质 之 间 有 蕴涵 关系 〈 见 图 3) 


— BibT) 


85 几何 常数 


围 线 长 | 

考虑 单位 球面 上 中 心 对 称 的 、 闭 的 、 可 求 长 曲线 c, BH c= 
(gC 5(Х):0<з<А(с)}, g 满足 | 

G) gs 是 C0，X(c)]->X 的 连续 、 单 射 抽象 函数 ; 

(i) |lgs|| =1(0=сз<сА(с)); 

(111) gg? АВЕС AS SOSS. 


(су, 


(iv) g^ = — Bš (EE 


这 样 的 曲线 C 的 全 体 记 为 工 。 
定义 0.49 U(X) 的 围 线 长 girthU(X)=infk(c). 
cer 


. 11lce 


定理 0.37 对 任何 Banach 空间 4-girthU(X) «8. 

定理 0.58 girthU(X)> 4e>X WÄR. 

定义 0.50 3$ girthU(X) =4 且 存在 cET,X(c)-= 4, 称 X 是 
平坦 的 ， 或 称 为 girthU(X)= 4 B[ik. I 

定理 0.59 X spiH- X* FH. 

定理 0.40 ХЕТ НХ 与 X* 均 不 具有 RNP。 

定理 0.14 XX 局 部 一 致 非 方 >X 非 平坦 。 —— 

装 球 常数 

定义 0.51 X 的 装 球 常数 


Ax=sup{r>0: a (x) СХ, 1x;|<1-r, lx- x;l 
| ind, jel, 2, ix)))}, 
定理 0.42 若 X 是 无 穷 维 Banach 空间 ， 则 
1 1 
豆 PAg 
证 Acl, 则 有 r TAROT -,1Х; LL CO» {х,|| << 


1- r< lx; РИЧИ 


1 1 
>й, > -х,|-|х,[>1- + = 


#28. 
对 任意 给 定 的 2220, WHK 
={A:ACU(X);x, yE А=|х- у >1-в(хзеу)} 
在 集 族 中， 以 包含 关系 为 序 ，D REFE. DHERA + Ж 
D, BAS DR LJ A Hj Zorn 引 理 ，D 有 最 大 元 A, . 


车 A, 是 有 限 集 ， 则 spanA,2-X.di E x,C XVspan A,, x,C 
U(X)，dist(xo，span4u)>1-e .这 样 一 来 4,U (1€ D. SA, 
是 最 大 元 矛盾 ， 故 4。 是 无 限 集 . 


4 C-2 A, IEI x€ c 


< 12. 


Xx, УСС, ху, 


2 
[х — y=- 


g 0-9 


1 
这 表明 дуе 6. 的 任意 性 ， hx> - 


定理 0.15 104, =sup inf(|x, — x,]:x, x, € x)3X 里 x 是 


SC(X) 上 无 穷 点 列 {x,}?-， :我 们 有 
Ux _ 
Аха 
证 任 给 220, FE 5Х) 上 点 列 х= (xz, imej Hj 


а ZE „(1=1 2,5. „ЇЙЇ 
lx, - х; I>a -e 4 y, = (1 , m 


I» 17 Ite, 2,9) 


d,- 
(1 rE) е) 


= _2Cqx-e) (р j =1, 2, °°, ij) 
2+dy— ғ 


这 表明 U GO P RTAEAOU S 4 808 5,2275 r рМ. АШ 


Ax Pp 鉴于 e 的 任意 性 、 
d 
W; | 
s 2A c.r 
对 任何 60, Hs, > -se 以 及 


4х,} HT lx; 1<1- 5, lx; ~ x;lz2sti, j=1,2,... ;i 3), _ 
在 以 xi (Ci = 1，2，…) 为 球 心 ， 以 s 为 半径 的 球 族 中 至 多 有 
|. 13. 


一 个 包含 空 ERR 0 75. 将 这 个 球 心 xie 去 掉 , 余 者 仍 记 为 has 
则 有 


s<|x,ll<1-s (i=1, 2, «oo ) А . сіу 
lx, =х,1222801, j=1, 2, зі D (25 


出 于 зви 


f 


А 2 . ; А . | 
iX iig С — xil, ј = 1, 2, UP . (35 
对 任 给 的 x; H t, Oxtcl 满足 


x; -d-Dü-)u 
Pdl 


КОЛОНА _ | 1-8 rg 
则 对 Xx, Та, Xi 和 (x Tp 


tix, =x; + Cl- t)ix,-x;jl-ix;-X; PT *. 


id 


l-s 
(1- Ox; -—, xl 
| EA | . 
Da " ` l- . 
联系 (30 f - Dx, x e c Dix o sese E 
1. . 
| | ‚ 1-s 
2ssz[x, —x,li sz EX, = —— ill 4» 
|x, — xl sz х TRUM | | (Ay 


OW f^, OKE odkoxQ-(-1:00-310) 从而- 


MUN 
Ciim e tar (Cot) 
eje C + I poc | 
Iona aen eer NN NR 
联系 (4) 及 s> ili О Pl - eu 


Er ded 
. 14 . 


je - 


ac 
xj 


hx 11 xil 


DIU, жен px C n x pe me - 


Ix jl 
SD 因而 有 . 


|| Ac 


lx; Ir l> (ix j) 


联系 dx 定义 立 y Her dm Psr Mad. Ах. -Вр Ax 


Tiz 


(23 
r33 
47 


ГЫЛ. 
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第 一 章 “Orlicz 空间 


众所周知， 定义 在 某 可 测 集 G КУЙИН] (D 的 元 


fx : | Macar <o} 


其 中 M) = lul’, ис оо, +оо) 。 如 果 Moo 是 较为 一 般 
的 实 值 函数 ， 上 述 集合 就 是 L^ 空间 的 一 种 推广 。 本 章 首先 讨论 
具有 某 些 特定 性 质 的 实 值 函数 -一 --N 函数 的 一 些 基 本 性 质 ， 然 后 
.介绍 由 这 类 琶 数 依 上 述 方式 得 到 的 集合 的 线性 包 所 构成 的 Banach 
空间 ， 即 Orlicz 空间 . 


d! М X 


1. 西 函数 .我们 只 对 ЖИЛЕ Соо, +оо) ER, ER 
为 零 的 实 值 连续 偶 函 数 有 兴趣 ， 所 以 下 面 提 到 的 所 有 函数 MU) 
都 假定 具有 上 述 人 性 质 。 v 

XX 1.1 BU M(o 称 为 凸 的 是 指 不 等 式 | 

M(* 2) мсм са. 


对 一 切 и, v 成 立 。 如果 不等式 (1.1) 对 所 有 不 " и, v 还 不 
取 等 号 ， 就 说 MK 是 严格 辆 的。 

M(w) 是 凸 函 数 的 几何 意义 是 连结 其 图 形 上 任何 两 点 的 #8 
f ЕТЕР НУ EOS MMOD зех Нам ЕИ 不 含 直线 C 
EE ( 见 图 4)， 

比 严格 巴 更 强 的 一 种 凸 人性 是 一 致 凸 。 我 们 称 M(Cu) 是 一 致 凸 
的 ， 如 果 对 任意 给 定 的 e—0 和 u>, FE 6>0， 使 得 对 -- 
. 16 。 


HJ u, v, HX 


|u-v|>emax(u], 10|)>eu, 


就 有 


мозу) са co Men + Me (1.2) 
图 4 
SER, Mu) — $t) M (и) у> M (и). 
上 述 定 义 还 可 叙述 如 下 
а) M(wW) 是 凸 的 Yu, v 及 ac со, 1), | 
M(au+ (1 — a)u)<saM(u) + (1 -a)M(v) (1.1^) 


| (2) М(и) ifj e Vu), Ua gtt US, 


м(* TG du, )« Miu, + M(u,) + + M(u,) (1.17) 
п п 


(3 Ми) уе Nuxv 及 acO, D, AES.) 
不 取 等 号 。 f ` 
(4) Ми) — ise» £750, u E X. Ca, 527-0, 1), 
存在 00, Hx uU) u, v 及 ас (a, b), HX 
f ји – о| 2>е'мах(|и|, |0|) 222и, 
М(аи + (1—a)U)-:(1— 0 ) CaM(u) + (1-а) М(о)Ј (1.2^) 
我 们 只 证 明 (2) d (D , Н (OO 和 CD 可 由 图 4 直接 
。 17 。 


看 出 HEO . 首先 ， 对 于 一 切 形 如 2^ dn G 为 自然 数 》 ， 
只 要 连续 次 使 用 (1.1) ， 就 能 得 到 dN. NF RH n, 
MARA mm 和 使 得 n+w=24， 则 对 任何 实数 *， 由 已 得 结果 


M (ette + we + + mu* ) D " 
m+n ` 


< Mau +M) + et M(u, ›+тМ‹и*)_ 
5 m+n 


Wut = Leu, tut tup, ЕЗШШ 


м(®+* U, + +u *) 
n: 


1 и, +и += +u 
<—— | E ми) + mM шз. 
mtn [2 ( ) m . r | 了 


整理 此 式 ， 可 得 (1.1”) 
现在 证 明 (4 ). 在 (0.2^) ip a= т) 《4 和) 的 充分 


性 。 今 证 《4)》 HBE. ve >0,u 0 和 са, D 1) 
取 c9, 使 得 0<а- c<b+c<1. 对 于 e= 2ce’ ,u, =ce'u,', 
取 定 (1.2) 中 的 б>0. 于 是 对 任何 a c Ca b2 Ruso 满 时 1- 
v|ze'max(]ul, loDze^u/, t ，  . _, 
u* - (a - yu (1 oo op 
. v*-(atc)ut(l-a- cb 

则 容易 看 出 a 二 cE (0, D, u*, v*fr и, v ZH | 
[и* – v*| 22c|u - v| -2ce^ max(|u], ju етаж сие, m 
此 外 ， 电 . . 

lu* ~ v*|>2ce’ max( ul , [о >2се/ и," -2u, 
还 可 知 max(|u*|, |v* zu, ,于是 对 at v 应 用 d. .2) „ 
得 


Mau + (1 a)v) = м(“* + t, <d- o Mee x My 


. 18 。 


= FM - us (1- a ce) +M((a+c)u + (1 —a —- c)u)3 


<1;®с‹а-с›М(шу+(1-а+с)М() + (a + e)M00 
*t(1-a—c)M(v)J 

-(1-00)taM(u) + (1-а) М(о)2 
取 6’ =ó, 得 (1.27) . 

REZNE, Ми) — > Mao jg Ми) ин. д2, 
我 们 有 

定理 1.1 M(4) 严 格 同 时 在 任何 有 界 闭 区 间 上 一 致 是 。 

证 对 任何 220, ú 0 及 有 界 闭 区 间 7T， 由 于 MCo) 在 了 


PERS, AIRE 
](и;®) = м(®;”)/мее a MO). | 
在 紧 集 
{ (4,0), |u -v| z2emax( |u] , |V|) zeu,;u,v c I) 
上 最 大 值 小 于 1 。 
类 似 可 证 


定理 1.2 Mu) 严格 山 时 对 任 给 >0 和 se>0, 存 在 9>0， 
使 得 对 一 切 u, v, Аж |и|<К, |v| xK, ju-v >e 2 
w(*2*)«a- -o) MOD » Me» 
定理 1.5 M(w) 严 Ж ПЧ XE {ЕЙ K70,670 和 Ca, b2 — 
(0, D, ЖЕ 070, M18 acta, b), |u| <K, |v|«K, |e- 


о> 时 成 立 | 
M(au+ (1 —a)u)< (1 – д) СаМс(и) + (1 -a)M(v0J 
2. N 函数 | 
定义 1.2 满足 下 述 条 件 的 在 〈- eo, +оо) 上 的 实 值 函 数 
M(W) 称 为 N 函数 ， 


—— MP 
e 19 。 


(2) ux0 Bj M(u)> 0 
(3) lim М0) „ =0, lim 


ч 0 и — ° 


定理 1.4 Mu) 为 N 函 数 的 充 要 条 件 是 存在 满足 下 列 条 件 的 
(0, + co) 上 的 实 值 函数 p(w)， 

(1) рош) RES, IE; 

(2) u>0 时 р(и) >05 

(3) р(0) =0, p(oo) = co 并 且 满 是 


М (и) 


= оо , 


ік | 


Mao = | рош a3» 


证 MaD 凸 时 由 图 4 中 线段 AC, АВ 和 CB атчан 
系 易 见 对 任何 u<w<u, # 

M(w) —M(u) .М(о) -M(u) Mo) _ Mw) 

w о-и U-w | 
对 于 任何 >20, Ap u=u+h, woushy 由 (1.4) 的 第 
一 个 不 等 式 


Muth) —M(u) _ M+ths) - M(u) 
ho B Pa 


(1.4) 


XT 04. ыж Meo E ә. 


_ + -M 
故 函 数 Mau P си) 
关于 h>0 非 增 , 因 此 Ми) 的 右 导 数 ORESH p-(Ww) 对 于 
一 切 4 都 是 存在 的 ， 再 由 〈1.4) 的 第 一 个 不 等 式 
M(u) - M(u — h) » Ми+ В) -M(u) 
h 5 h _ 

Zh—0+, (8 р. (и) <рби). A WE pOOZ ER, ERE. 

设 исо. HK h0 使 w+ 有 hh 二 v -hh。 对 于 и,и +h, vU -—h 和 
u+h, v-h, v 分 别 使 用 (1.4) ， 得 | : 
_М‹и+һ) —М(и) .. М(о —h) - -M(uth) » 


-— — — Xu 


h = (0-8) - (+h) 


Му) MOV -hy 
|. 


20 。 


£ h--0, EADP- DSP), BH pou) Е... 


m MOT -MOD здр, TRIMER ида h> 
p(u,+ о). Mth) -M(u,) 


fr h—0*, f$ рби, + 0) <р(и,). 5—2j W ШТ pu) 3E 减 ， 

故 pO, + 0)2>р(и,), [Ң П ps +0) =pl), ВП ри) 2%. 
据 实 函数 熟知 的 定理 可 知 (1.3) 成 立 。 再 由 рї) ES 

и>0 GEERMQO-0 0 | 


M(w) -[pcoatuoco 


BE 
M(2u) = | p(t)dt— [ codi up =Ma) 


0 


由 此 可 见 


1 u Mau) . : . Е 
э Р(ж)< xp) (и>0) (1.5) 


最 后 由 公式 0.5 及 定义 0.2 的 (2) ， (Зу 可 知 定理 1.4 
的 0, (3) 成 立 。 至 此 ， 定 理 1.4 的 必要 性 完全 获 证 。 — 

反之 ， 由 公式 (1.3) 及 定理 1.4 的 CD ， 对 任意 u, o, 
TEE 0<u<u 有 00s | 


uty 


M (“2 = Í xoa poar L f pcodt 


pcd | 


十 
aA 


_ Mü) +M) 
= MODIMO 


故 Мои) 是 凸 的 .联系 公式 (1.5)， 可 得 定义 1.2 的 (1) ，(2)， 
(3) 。 . | 
注 由 MG) 的 凸 性 及 定义 1.2 的 (3) ESSI. ио 


М(аи) <аМ(и) (0<a<1) (1.6) 

M(au)aM(u) (>) — (1.7) 
， 事实 上 ， 若 存在 w。 半 0 及 a,€E (0, 11 М(аи,) =а,М(и,), 
么 将 此 式 改 写成 


M(aju, + (1 —a,)9) =a,M(t,) + (1 —a )M(0) 
并 记 w=0, о=|и,|, w=au, HE ifm Me) {е IX ico, 
lu E 4629 8 Mes MC) = au (a>0)。 这 就 与 定义 1.2 的 

(3) 的 lim МС). -0 AMET. 


FS a1, 4 ate, u’ =u, 由 (1.6) 有 M(a'u^5« 


a' M(u^), 即 公 式 (1.7) 成 立 。 


利用 公式 (1.6) 还 可 知 函数 Man 


一 一 一 在 u>0 时 是 严格 增加 


的 . 事实 上 ， 对 任何 w>v>0, 取 а=, MWE (1.6) 式 ， 有 


M(au)<aM(uysk 
ом) < MG. (и;>®;>0) (1.8) 


定义 1.5 рот) 满足 定理 1.4 的 (+),(2),(3) 时 称 


q(s)= sup t= inf t (1.9) 


ptrs’ p(t) >s 


为 p(t)BJ D RC. | 
Ж H p(t) 的 单调 性 ， (1.9) 的 后 一 等 式 是 明显 的 。 
定理 1.5 p(t) 的 右 反 函数 9(s) 也 满足 定理 1.4 中 的 (1)， 
(2),(3) . 


е 22 е 


证 DO SU qO) JER. 今 证 它 省 连续 。 如 着 不 然 ; :有 
SS 使 q(s,yyYt,—q(s,). Bit ig t,—t, a6), M < 


4(5„) = sup tsik pito «s,(n-l, 2, e. РЕ PODS 
РСР) 50 _ 


从 而 t, < sup t -9(5,)5, Яа. 


DD So 
E (0) 不 真 ， 则 有 5,220 使 q(s) =0， 从 而 存在 t, V ОН. 
pCt) >S (n=l, 2, =) .但 ORE, CB P(t,) 一 pC0) = 
0。 于 是 有 noi 使 n>n, Ві pct, ESL, Жи. 
(3) EA E | 
定义 1.4 VE MOON 函数 ， ——" p(t) 的 右 反 
函数 ， 则 称 NES — i 


NU) = a(s)ds 
0 
HM DHR ER. | | 
Mu), №0), p(t), 45) 2 BB X l9 所 示 . 
РО). 5 : Ut : | 


a.C tiq) 


图 5 D І . - 
由 图 5 可 以 看 出 ， Mao PR В.б асв» u pu) 
严格 增加 .还 有 对 任何 u, v 
` cmescM(D + NO). CYóung 不 等 式 》 | a, 10) 
B. 0.10) ЖЗ Ж ДЕ {ЕДЕ u=q(lo|)signu 或 者 v= 
. 23 o 


p(lul|)sign ww， 亦 即 成 立 


u ul) =M(u)+N[(p(|u])2 
[( |и|р‹(|н| | алт) 


A IvlacivD = McacIoD2 + Neo) 
由 图 5 还 可 知 ，q(s) 为 p(t1) 的 右 反 函数 时 ，P(1) 也 是 4(5) 的 
ЖА айй, Aie М(и) 与 Моо) НА NAR 
. 有 时 我 们 需要 考虑 形 如 aM(bu) 形 的 NAM. 
定理 1.6 M(w) 为 N 函数 时 
M,(u) =aM(bu) (а,Ь) 
1012 NN 函数 且 它 的 余 函 数 是 
N,(v) =aN( v ) (1,12) 


其 中 NOE MOOR Actio . 

证 ， 只 须 验 证 (1,12) . Ж Е, Mu) WESA p (t) = 
abp(bt)， 其 中 pct) Me) 的 右 导数 . 因此 pi(t) 的 右 反 ER Ж 
是 


sos Les) 


其 中 als) 是 pet) WARA. AT 


25 p» 
y 


N,(v) = Í — = f a (L )as =a Í q(s)ds = 


= ам(1. °) | 
定理 1.7 设 两 个 N 函 数 满足 关系 式 
M,(u)<M,(u) (u>>u,> 0) 
那么 它们 相应 的 余 函 数 有 关系 
N,v) >N, (v) (q,(0) zu,) 

证 由 (1.10), (1.11), v0 时 

М, (а,(®)) + М„(и) =q, Cu) v M, (q. (u)) + N (v) 
联系 条 件 М,(9.60))2М,(9,(0)) (q.Cu)>u,. j), 49 
*. 24 е 


NaN, (W)  (q.ÇGu)Zu,) 

定义 1.5 我 们 称 N 函 数 M;(4) 快 于 Mi(w)， 假 如 存在 a, 

b>0 和 u,>0 使 得 
. М;(и)<ам, (ви) (ири, 

# M2(wu) 快 于 Miu) B. M Dtk М,(и), SUUS М,(и) 与 
М,(и)ө % ffr. 

根据 定理 1.6 和 定理 1.7, M (DTF M1(w) 时 它们 相应 的 
RAA NICO ер N.(v)， 因 而 可 知 M :与 M,(u) 等 价 时 ， 
М№,(0) 与 N1(V) 等 价 。 


例 1.1 Муш) = 二 ju]? (21). 
a _ 1 i 
此 时 ру) =1 ur q1(S)- sê (ст! Ж 


1 
N (o) = = jv]? 
T g 1l 


BJ 1.2 М„(и)=е!#!—|и|-1, 
此 时 P(t) =et —1, q.(s)=ln(s+1), 故 
N,Q) = (1+ |uDIncd + 0р - |v]. 


5. A, 条 件 

定义 1.16 N p MUDRE A. 条件 是 指 存 在 天 二 2 Яп 
:и.220 使 得 

MQuu)zKM(u) (и>и„) (1.13) 


S TEJHMGO СА, жя MG 满足 A, 条 件 ， 用 M(WD E V, 
лев МО) С А; JH M(u) 6 A,Í lv, dx 2 М(и G A, 
H. MaDcv,. 

А, RIFE Orlicz 空间 理论 中 有 具有 重要 意义 ,为 应 用 方便 ， 
我 们 给 出 它 的 几 个 等 价 命题 。 
定理 1.8 个 州 说 法 等 价 
(1) M(WE A, 


Q) 1.21, u,>0, 3 K'>11848 


MO ERIM) (uu) 00 (1.14>x 
(3) 1,21, u,>0, JCO, 1) 使 得 
М((1 + е)ц) <1,М(и) (u>u,) (1.15) 
(4) XI,—1, u,>0, 310720813 
NO U)z(O,-6)NQU) (VU,) (1.165. 


(9) 390, >l, 07:0 使 得 (1.16). 式 成 立 ， 
(6) 30,20, Р,>1, 1,20 Ф 


B NG) IN QD (VŒU, ) C1.17). 
ig G) = (2) 对 任 给 1 21, MARK ape 6 2l. 


对 u 宇 Ww。 连续 a 次 使 用 《1.13) ， 得 
M(L,u) <M(Ztu) <КМ (и) (uou) 
d$ uw МИ K'-K' 即 得 (114)》 。 如 若 uctus, Wl 注意 
М(1,и) /М(и) Еси, и) EXE wa 2804 数 ， 可 知 它 必 有 最 大 
值 К. HX K'-max(K^, K.) ИҢ (1.14) . I 
(2) = (3) K L.51 fH u>, H (2D , FE K'— 
L, 使 得 MOU) <К'М(и) (USU) e fi = 221, 则 ec (0,1).. 
BE Мон) Е, >u 时 有 
М((1 + е)ш) = М((1 -eu + Zeu) < (1 - e)M Q0 + eM (2w) 
=<(1-еМ(и) + eK' M(u) =1,М(и) 
(3) = (4) 对 1|2>1 10,220, Hu u,>0 (fla) 
Ws。 由 定理 1.6 和 定理 1.7, R (1.15) RAM 


1 ， 
No) < N (ү; ) (U ZU) 
于 是 得 
L,NG) <N( ls y )< l New) wv,) 
3 = 1+є “14 3 = e 


命 6=1se， 即 得 (1.16). 
LJ 26 е 


(4) => (5) 显然 。 | s 
(5) = (6) 对 v,20, P,—1, Bf Q.16) 中 的 L, 0. XE 


， t 
自然 数 K 使 (1+ P) >Р,. 由 (1.16) 式 ， 当 оо, 时 
. 3 
ó y: | 
NAD =a +O Nw) = 15(1+ Z.) NOD >l P, N) 
3 


JR u= 即 得 (1.17)， 
(6) = (1) 选 自 然 数 В tE Р„#;>2, 取 uo Of f p uz» 
v, fiir K-P.Hj. B (1.17) 式 和 定理 1.6, 定理 1.7, %4 


uzu, FJ мор М‹Р,и), ЖМ Cu) <МеР Ри) <P, Bl MU) 
0 4 


—KM(u) (uu. 

irm 1.8 (2) 立即 推出 

定理 1.9 若 M,QGOSRPT M (u), Wj M ,(W) € A, m" (u) 
СА,. 

在 Orliez 空间 几何 理论 中 ，M(u)》 für ЫЛЕ EIU PE 有 
者 密切 联系 。 一 般 ODR RA, MORBA HE, 
当然 更 不 是 一 致 目的 ,尽管 如 此 ,我 们 仍 有 下 面 的 几 个 结果 。 

定理 1.10 ”对 任何 NAA MWD Re, 存在 严格 凸 的 N 
函数 MOT 

M(u)<M, (u)=< (1 y eYM (0). 

WE UL DCO EE p(co)= оо 可 知 使 p CO. 为 常数 的 区 间 
ca, DE. УЕ АК Ca 00) 2-1 Æ рО) DSP) ‚йг 
b,’ =b, В, - min(p(b, ), (1+ е)р(а,)); S p(b,) =p(a,) , Bil 
p(t)fE b, 点 连续 ， ЖН 6 bi >b, 使 p(b,”)< (1- pa, 
并 命 8= p (bD ,然后 在 Cai，bi) 上 定义 pi(t) 为 通过 平面 上 PS 
JR (а р(а,)) ЯП Œ: В. WERE DIL р.00) 严格 增 且 

рё) <р, (0) «cepit, (t€ Can 61/92. 得 取 (Ka, b). 
中 第 一 个 不 含 于 Cael:，b1 ) 尘 开 线 节 并 用 同样 的 方法 在 其 上 补充 
定义 p (t), orm 。 服 后 在 其 余 的 点 上 定义 pi(t) =p(t)。 容易 


e 27 。 


. 看 出 раб) 严格 增加 且 满 足 papt + e)p (t(t€ С0, 


lul 


со)). 4 M, (u) = | pi(t)dt， 则 可 以 验 明 它 满足 定理 要 求 。 


定理 1.11 MEA 时 存在 与 MG Er P nn м: 
Ж Муси), HER ARER. 

WE 不 妨 假定 0.13» 式 对 一 劝 & 成 立 《〈 否 则 可 修改 PCt) 在 
£50，two2 上 的 定义 ， 例 如 令 它 在 C0，uoI 上 上 线性， 使 修改 后 的 MCw) 
在 C0，w] 上 满足 〈1.13) 式 ， 而 修改 后 的 Mw) 显然 与 原来 的 N 


lu} 


函数 等 价 )。 今 命 Mw = | MOX, ag MEO 50 严格 - 


NA HESS BRL M.G) SEARA R, АЛЕ ЫМ (и). 
价 ， 事 实 上 ， 由 式 (1.5) 有 


1 

Ми). K 

u) = =— 
р(и) u 


将 此 式 各 项 由 零 到 & BU), fIMaOIÍM;Q k Mab , Hn. 


М,(и) 与 Miu) fr. 
以 下 讨论 M(u) € А, Пу, EE. ЗЕН 5198. 
引 理 1.1 Xj жер0, 3 KD>1 使 得 
p((l1-+e)t)2Kp(t) (ї4:>0) 
则 Ми) — 1. . 
证 “对 于 给 定 的 e€ (0, 1), HOK 1 使 


(1+ Je) >Ko (+220) 


任 取 u, о ўва ju vi zemax [n], - |o D И, и 0с 
=e=u>—=su>0, BP ¿(1-=ze)u>u>0, ju 


pt) = М(и) + MeL) 一 2455. (6220) 
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由 于 几乎 处 处 有 
@'(t) = M'(t) - M (#3 )«o (0<t=<u) 


故 oct) FPEO, u) kae, BAG 
pO EM + MCC ~ eyu) -2M((1 -$-)и) 


Ст) 


= | p(t)dt 一 | p(t>dt = 
GIO qos 
ПИСЕ 


(1-27) 


dabo Q0 99] 

MENGE 
QUE) 

(в) мео -(- ме] 


>£ - 2)сма) + M(u)23 
移 项 得 

м(* «lp -£( -p| eee + M(v)) 
En ма жп. 


| 定理 1.12 EMW EAV MEES Mao 等 价 的 一致 
ЧЇЧ 函数 M, (и), E. TB x ea C — е. 
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їй БРАВ 1.11 的 证 明 ， 不 妨 设 对 一 切 а 
(2+6)MGu) <sM(2u) <КМ(и) (K>2, 070) 


a 


[r] 


М„(и) = | MO? at, M,(u) = | Pa 


则 出 定理 1.11 的 证 明 可 知 M, Gu) 8 Moo. 因 


T 
K- ' Mao «M($- )- | м(з ) — j MO ai M c) 


HE 


= 1x]! 
-人 MO ay Í! MOL ar<M(3)- > Mao 
\ I 


A 1 
| «(si Fö *3)Moo L'Ma) 
4 4 26 А 
(1-1) 所 以 . 
L< MO) „М (t) Kk 


Mt) Mt) 
将 此 式 各 项 除 以 上 再 对 上 由 积分 到 Ou, fü 
OLM, (U) x: M, (Ou) <0KM, (tu) (0>1) 
对 任 给 e>0, BER, М, (и) ЙЕ 


MOL teu). (002) M.Q). 
| )(-0u ^ dtou 


Bi b 60) = 


= (1 +e Моби) 
и. 


= (1+ 2)—-1р, (и) 
这 说 明 po 满足 引 理 1.1 ШКЕ, АЛГАШ M (ш) ту. 
ХРОМ, (ш) РЖ NOORE A q (u), VE 
qi((l +e)v) = a(u)ü,:(u) (Uz0) 
. 30 . 


WU Eme). fr u=p (и), А ЕЖ, 
M, lawu) oro I Mo) 


(Got e)pDi(u) =pi(e(u)u) = a ` amu 


=a% (v)p, u) 
因而 eod eE, FE M aA +a aS ae) qu) 
得 知 Ni(u) 一 致 凸 。 
8 2 Orlicz 空间 


1. La Ly* SE, 我 们 总 用 G 表 示 n 维 欧 氏 空间 E" 中 有 界 正 
WERE, Mu), NÆ) 表示 一 对 互 余 N ра, u), vC), 
w(t), ERMEL GER Lebesgue пу їй Ср, ЗЕ Ном (Ww) 


dq ut) DX: F мош (М сисг))уй: . 


G 
再 规定 
Ly -(u(t).py (mo). 
Ly* = (u(t);, J a20, py(Cau)« co) 
Ey = (u(t). Na 70, pu (gu)< со} 
Bu] 显然 E 
E, CL,CLy* | (1.18) 
"p MODEA, 时 ， 上 述 诸 集合 的 关系 为 真 包含 。 这 可 由 下 面 
的 例子 看 出 ， | . 


881.8 d$ Mo0€ A, 由 定理 1.8 之 〈2) 存在 Wx’ 
使 得 | 
M((1 gus) 25M an) (Kz1,2,--) 


UEM Qu) асс» Jb * 是 预先 给 定 的 正 数 ，G, 是 G 的 任 


一 事先 给 定 的 正 测度 子 集 。 选 G。 的 一 个 互 不 相交 子 集 列 {Gk} 
使 得 


M(ux')mesGk = зу (K=1, 2, =) 
定义 

uo Du xag (n-20,1,2,-) (1.19) 
其 中 xs( 纪 表示 集合 E 的 特征 函数 ， 则 Yn 二 0 


pu (OL) =| Man) dt = Y M (ug ) mesG,, = £ 
K 1 
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Ç 
但 对 任何 11, Ж m 充分 大 使 1+ 1, Манан 


pu (UH, = > M(lu,” mesG, 
K=n+1 

> № 

K=n+1 

> > 2KM(uk' )mes Cr = > Е = сс 

Кенъ А 


Keni 
这 说 明 对 任何 n0, u. C МЕ, lu, € Ly*NL4O D. 

容易 知道 ， 依 照 函数 通常 的 加 法 和 数 乘 ，L:r 和 Er 均 是 线 . 
性 集 。 而 由 例 1.3，Lw 一 般 不 是 线性 集 。 

定理 1.15 Ly 是 线性 集 的 充 要 条 件 是 MUCA. 

证 HPJ 1.3， 定 理 条 件 必 要 。 定 理 的 充分 性 由 下 面 的 定理 
HH 可 导出 。 

定理 1.14 MODCA, 时 Ev= Lu =Lv* . 

证 ”对 任何 uc Lyt Ly* 的 定义 ， 存 在 e>) 使 得 auc 
Ly. SHEHA 大 >>0， 由 定理 1.8 之 (2) ， 存 在 天 >1 和 u,>0 
виси, 时 м( Eu) KM o .于 是 


(Mckuctodt = M(Eauc) yt 


G G(las(t)1<uo) 


+ | м( аис) а  M( Eu, )mesG 


GClau Cr) l>) 


- 32 е 


K [M(au(t))dt< co 
这 说 明 нЄЕ, [їп E, L, *. | 
对 于 Lye 中 的 元 素 ， 有 相当 于 (1.1”) 的 所 谓 的 Jensen 不 等 
定理 1.15 E ult) E Lys, Wi 
1 1 
м( аа о) ше [acts (1.20) 


证 Жї UDF G ЕЖЕН и) |)К (ЄС). Mu) 
FCO, KEKE, HEA 00, Trig 070 0EY4|u,-u, < 
ô 时 IM(u,) ~ Mu) | e. 

又 因 чат) 在 G 上 一 致 连续 ， 故 可 将 G 分 割 为 两 两 不 相交 的 
有 限 个 等 测度 集 Gu, G:，……，G。 使 得 对 任意 取 定 的 t EG, 都 
IO cues "eec со, (isl, 2, =, n) ,于 是 


ses ctt E neto |=]-ше E [nnn - 
. Ç 


.1 ki : 
nbl u(t, |е 2| |u(t) —u(t,)|dt 


G Н i 


xz OmesG =ô 


mesG 


Cs eon) end nto) +e 


< 二 X M(u(t,)) +e | (1.21) 
X 
наа [Macdara -二 PL » | 
1 " 
"Is à] CME) - Mut »2át| <e (1.22) 


f е 


H (1.21), (1.22) 得 ， 


1 1 

—— — ОЕ Е 2 

м( sG ut)di)< Pere! IE e 
G G 


H e 的 任意 性 ， 知 此 时 (1.20) 成 立 。 А 
对 于 L, 中 的 一 般 元 素 u(t) ‚ 由 Young 不 等 式 (1.10), 


[сош<[м cuect) yd + N (1)mesCG'—< co 


G 
因而 存在 连续 "ТЕТ (CO HER. 
limf juci) -u,(t)|dt=0 
G 


由 于 《1.20》 对 所 有 и, Сі) Ул, Р п 取 极 限 即 可 得 到 . 
(1.20) 对 于 UOLRA. 
2. Orliez 空间 工 r* 对 任意 KEELwr*， 定 义 


lul, = вир |јесоосоа 
Py 00H - 


我 们 验证 P. 是 Ly* 上 的 范 数 、 Hb, uc Lit 时 存在 aO 
ti [Mcauctodi оо. 由 Young 不 等 式 ， 
G 
" 1 
uil, -.-. sup ec va 
а oC) 97 


sup Cpu Cau) + py С) =} Cpu (au) +1]< со 


ACT [ле 满足 范 数 的 三 条 公理 则 是 显然 的 。 

TEX. 称 为 Orlicz 范 数 。 

FWE Lys lella) Banach 空间 。 对 Ly* Фажри, }, 
由 定义 


[neo а.о lve) daro (п,т->со ) 
G 


ХНИ оу(о)<<1 的 v(t) 一 致 成 立 。 由 此 可 知 {w,(t)} 度 量 
Ks AMATZ] аек. 
34 ə 


PERA 
u, (t)=—u (t) (Коо) 


对 任 给 e>0, k 充分 大 时 
[а оо и Сос dte (xD 


HME o.c! 的 о 一 致 成 立 。 令 роо, Jë Fatou p} 
理 ， 对 所 有 vCL.', p.QO xl 一 致 地 有 

[ico -un Сесе at ce (кк) 
НД и, , “u ll sekak Je 再 由 KER — Uu, ll 7m Ck, m- co) 


及 = 的 任意 性 ， E lu, иу 0 (поо). ZPUE Ly" EAE 
f. | 
定理 1.16 C) ормо) >l 时 


асосда os ciuis (UE Ly") ‚ (1.23) 
(2) шу Pfade parai 
证 а) 因 0< +. <1, 由 М(ашу<еМ(иу (0<а<1) 
Ze ze ) "| N( Lv ate s ov 0) =1 


从 而 
|fecomcoer] = рубу) [o S dt | «osculis 


(2) 令 


(uct), juc) |an 
u,(t)= 4 . 
A 9, ш) [> 


Riu (t| A puc, Ж 


[чос [и‹т) D3dt = lim|Ncp lu, (t) рда 
G G 


E (2) 不 真 ， 则 有 充分 大 的 mm 使 | Nodu, (pI. 由 
G 


(1.11) 和 (1.23) 有 
[Nodu „со paar [rus coton, co pat 
G . c 


«ps n, CO DOR, ы | NO CI, (ера 
G 


这 是 矛盾 的 。 
定理 1.17 бша 时 оми) < uly. 
证 由 01.11) 式 以 及 定理 1.16 Z (2 


ex GO <È Пис pue pdt < juts 
© 


例 1.4 特征 函数 Xe(t) 的 范 数 。 
设 ЕСС 为 一 正 测度 集 . 任 取 wuELw，pw(u) «1, HJensen 
不 等 式 


м( POTE l o 0) mul 


me ) теѕЕ mesE 
BW LL 
Ју =mesE 。N-: в) 
n mesE 
E 
I ut 
| ИХ Ча = sup [ocat | mese N^ (LL) 
CEUM e Coil n mesE 
又 因为 
- ХЕ _ [ XgCt) _ 
px(N ' mesE ) -| mesE dt =1 
所 以 
af 1 TAN 
ЇХєїм > | N ( mesE )хсоа =N '( mesE )mesE 
G 
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"Хк =N mesE (1.24) 
H (1.24) 还 可 以 得 到 
lim |x, Iu = lim w Р 


=lim = 0 1.25 
wes AN v) ‹ › 


@J 1.5 Меш)у= lulo >D Ly* 的 范 数 | lue 
ТЕҢ uc L.,* ә CL. *, py (u) xd, 由 Hólder 不 等 式 得 


есоосоаг| «а, za uls 


oq - 
К Lula sqa quj; 
另 一 方面 ， 令 


v, (t) -d* igi luct) l7 signact) 
nep 
| ч 
паннин т оаа, я 
G 


> (uw coat Ып а 


G 


[коа =a ETT 


ШТ am : 
iw 1 1 与 de, 相差 一 个 常数 因子 gs 。 
定理 1.18 (D Ly* 中 按 模 有 界 点 集 按 范 数 有 界 ; (2) 
` M(u) € A 时 按 范 数 有 界 集 按 模 有 界 。 - 
证 (1) uC Li, ру(0)<1 时 
Цисоосодае | eos oo + озори) +1 
G 
从 而 得 到 
Jully pu (u) + 1 


(2) XE B-L,* 按 范 数 有 界 ， 即 存在 po, 使 uc B 时 
Hulla <р. Hz u,Z0, K>1, {# u>u, 时 Мери) <КМ(и). +J 
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HER ев, dum Lun (9) |8 <i дн 


py(W= i M(u(t))dt 


ста (2) Ib ug) 


" I м( py 


CC uC Тера о) 
<M(pu,)mesG + K| M( Zuo) dt < M(pu,)mesG + К 
с 


定理 1.19 (1) К ЖИКС oz AVATEA (2) ЕЮ 
SX £a A P E RUA I ЗЕ EREM (0 C A. Е 
证 D 由 定理 1.17 519. 


(2) 必要 人 性。 车 MGOEA:， 出 例 1.3， 有 {w(t)} 使 
| Puun) = э->0(п-оо), 但 pa (Ou) = со(п=1, 2, ..), UN 
ЖҮЛ, (20,5, ЖЕ C10 AH. | 

充分 性 。 对 任 给 620, W n0, K>1 ңм(® 2) mes G 
<e H uzu, 时 M(Żu)<KMw. XPDTouQ€L4.,. pu(u,)—>-0 
(исо), [N 


py( 21 u.)< M (“° 1) тезе +K [was Сеа се + Kouan), 


根据 在 定理 1.18 27 (10 HERPEN Їн рыси) +1, a 


|+ u, <1 +он( +u )<1 +e+Kpoyx(tu,)—1 +e 


(п->со) . Ш e WERE, u, y neo). 
下 述 的 定理 是 L^ (p>1) 空间 中 Hölder 不 等 式 的 推广 .。: 
定理 1.20 dj wCLy*,，vELy*， 刚 


fcosoe]etesdens 0 (1.26) 


证 由 定理 1.17 Aq v8 (с). 所 以 


ш> [foco 39: 


j ^^ Tolly 


aul (1.26) 成 立 。 

下 面 讨论 Ly* 的 线性 子 空 间 Ey. it G 上 所 有 有 界 可 测 函 
ЖЛ Ж, л 的 闭 包 为 D， 我 们 将 证 明 Е, = р. 

引 理 1.2 任何 uc L. 到 D 的 距离 аби, р)<1. 

证 对 于 gs>0， 选 区 使 pv(Cu) >рм(и) -e， 其 中 


[u(t),l|u(t)|<m 
u(t) = + (1.27) 
L O ,iucto)] n 


iu, cD, ikh Young 不 等 式 
а(и, DS) yl + pyu —u,) = 1 +pu(u) —pu(u,)<1 +e 
HH d(u,D» <1. | 
定理 1.21 Е, =р. 
证 НИ xzEEBxr， 则 对 任何 k>l, kug Lys Hg] m 1.2, 


d(ku, D) «1 m аби, D) 二 二. 据 k 的 任意 性 d(u,D) =0, 又 卫 
Hj, Mo ucD. 
RI. HuwcD, ПМЕ 1а k 宇 1 有 2києр. W mE EA 


界 B8 cw CO Bi ka ло 1. ЯЕ 1,17,py(2ku — w) СТ. 
MKz) 的 止 性 有 | 


i 1 ， 
py (ku) <5 Puku ~w) + -5 pu(w)< co 


BB ucE,. 
定义 1.7 dE uc Lit, # lim их | -0, WPR н EE 
mesE-0 
数 绝 对 连续 的 。 


定理 1.22 ”下 述 命 题 等 : 价 : а) UEEm, (2) и-и, 
-+0 (песо) и, 的 定义 同 于 (1.27)) ， (Зу u 是 范 数 绝对 连续 
• 39. 


Bg. 
_ u 
证 G > (0) еро, [S 4€ Ey, ik pu( eo, 


于 是 n 充 分 大 时 (88) <l. Young 不 等 式 , n 充 分 大 时 . 


fi u-u, ! | , . 
lx 5. «2, WM |u uum 0c. 
I А . 


(2) = (Зу 对 e>0 ， 取 и-и, lu S. Bu, CD 
有 界 。 故 在 在 000 使 mesE<ó ши, x ellus 。 于 是 mes E 


«o 时 


[их м<! (и m Xela t [s XEl Me 


(35 得 证 ， | 
(3) > (D 在 (1.27) 的 记号 下 ,  1йб„=С‹([и(Ф)| > 
n), Mj mesG,--0(n--co) . fil — u, llu = {ихс„||\м->0 (n> 002 u 
E Ems, E, = 卫 闲 ， 所 以 xzEEv。 _ 

+ 在 (1l.27) 的 记号 下 ， 由 定义 直接 可 得 

a) |lu,la—=[ula G€ L, *) (1.28) 

b) u€L, 时 

Du (OD — pu (4,) = py (4 и) —350 (u—co) (1.29) 

由 于 Ex = р, E, 中 的 元 素 是 范 数 绝对 连续 的 ， 利 用 Лугин 
定理 ， 易 证 连续 函数 类 在 Е, Ф, Н 而 Ex 是 可 分 的 ,一 般 
Яв, І" 不 可 分 。 

定理 1.25 І." 可 分 的 充 要 条 件 是 Меш) C As. 

证 充分 性 显然 . 今 证 必要 PE. MODEA, REIR A 
1.3 中 的 数列 {ws} 和 集 列 {GG 由 } 构 造 出 L, * 中 的 一 个 不 可 数 集 ， 
使 其 中 每 两 元 的 距离 大 于 某 -一 正常 数 ， 这 就 与 Ly* 的 可 REG 
ET. HFA 
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((001-,. а„=0, 1} 
HARICH (Ca 和 (Gb, , Жа, 0, 的 个 数 有 限 ， 就 说 a) 
和 (b, 属于 同一 个 等 价 类 ， Wap MN 
Ж, A B 记 这 些 代表 的 全 体 之 集 ， 显 然 BOR Г H. B 中 任何 两 元 
都 有 无 穷 多 个 坐标 不 相同 。 今 命 


B= Í Уан," хс, (t) Gru EB } 
КТ, 


Wü] B5 如一 一 对 应 ， 从 而 不 可 数 。 完全 仿照 例 1.3 的 计算 ， 可 知 
B 中 所 有 元 前 模 均 不 大 于 e 且 对 任何 Lol 了 中 任何 两 元 u, 

v, Яў ри(|и —0]|) = со. RANER u — vium 1. 事实 上 ， Felu 一 
v',-—l, МЕНЕЕ 1.17 有 


u-v 
анта) = ео 


一 矛盾 最 终 说 明 Lu* 不 可 分 。 
以 下 讨论 由 不 同 的 NN 函数 所 产生 的 Orlicz 空间 的 包含 关 
定理 1.24 Ly,* - Ly,* 的 充 要 条 件 是 M a) tT MOD. 
此 时 存在 870 使 得 ujiy, 专 Blu GC Ly,*)。 
证 atma, b>>1,u,20 fE uu BEIM, (и) «aM, (bi) .. 
对 任何 4€ Ly,*, Яу 220 使 得 pu, Ceu) «oo "FE 


[м M,( Sult) )dt<M, (u,)mesG “|, (su(t))dt— со 
G 


因此 uc Ly,*. 

必要 性 . EMU) ЖЕР М.си), ШЛЕ] u.) co 使 得 
М,(и,)>>М,(2"%им,) (п=1, 2, +.) 。 取 上 的 一 个 两 两 不 交 子 集 . 
-IGOE C 


. M, (u )mesG 


656, = SaM, (nu) 


(n= 1, 2, eee) 


。41 。 


HI 
[M eicooai = S М, (nz )mesG, = M,(u,)mesG-.co 
n=1 
G 


所 以 иЄ Lv, 二 Ly,*。 但 对 任何 和 >07 46 т>, i 


| M. Gic o)odt > 5) M, Oma, mesG, > S1 M, Cu) mesG, 
" п=т * п = m 
п _М,(и,)те5С 2 
M, nu, ) Pin) mesG > _ 
> È € пи) dM nu) > Mi(ti)mesG = со 
^ 
这 表明 4 CL... AJ. f 
最 后 ， 设 М,(и) <aM (bu) (uw 之 Wo)。 取 入 =atM,(u)mesG 


І. 对 «€ Ly,*, HR 1.17 有 
u (t) 1 u(t) 
M — — — _ 
| м (59 а) =з * Бн, )a: 


<+ [Mu mesG + a| м, u(t) 0002) | 
- G 


ul. 


оо" + а]<1 


联系 Young 不 等 式 ， 得 去 2. 取 В = 2АЬ, Шии; 


VXb [и у, Км» 


x Blu! s. : . 
TEX 1.1 当 且 仅 当 М, (и) M;(w) 与 等 价 时 Ly,*=Ly,* H. 
ШЕН |, "与 | ° PA AM. 


$35 范 数 计算 与 Luxemburg 范 数 
1. eie Orliez 空间 Ly* си Mao — 决定 的 ， 
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数 进行 讨论 。 在 此 我 们 给 出 两 个 范 数 计算 公式 。 
: 定理 1.25 若 存在 ke >0 使 得 


| Neecas nct» заг =1 (1,30) 
则 Í | 
jully = fluc lepilu pat (1.315. 


证 由 01.30) 立 期 得 到 
Пи. xz luco lepo исо par 
G 


另 一 方面 ， 由 (1.30) ЯП (1.11) Young 不 等 式 呈 等 号 情形 得 
. 1 : 1 
LIE sup [ncoescodi c (1 + [Mosuce»ar) 
c 


ух 
so COT! G 


"E | Cp(k, |uct) | )3dt 十 [Muc ar) 


G C 


=, [pce luco bk, jutt) [dt = | juct)| epik |uco pdt 
0 А 
G Ç 


ИП (1.31) 成 立 。 m 
上 述 计算 公式 只 有 在 满足 (1.30) 的 fo 存在 时 才 有 效 ， 而 
事实 上 这 种 k, 有 时 是 不 存在 的 。 但 是 可 以 证 明 ， 当 p(t) 连续 时 
ЖК, 对 任何 uc E, 可 以 找到 。 对 于 一 般 情 形 ， 我 们 有 
定理 1.26 对 任何 wE L, ,* 
(uil, = intz (1 " [Mcucoar) (1.32) 
证 ЖЮ из. | | 
(1) Ju WOO E, ORR. ЖЫ k BJ ва Ж 


(Nadju зэ: T0, EYE ELTERE BEA Eco y, 


G 


故 必 存在 k。>0 (Neo Ge асо DOdt =1. FEBREM 1.25 和 


G 


'. 43 s0- 


(1,11) 有 
1 


-人 Ge luct) Duc [dt = (1 + [меа Jar 


o% c 


ім (1 + ( Mckuci)»dt ) 
G 


但 是 对 任何 k 汪 909， 由 Young 不 等 式 
il (1+ [Meuet))at ) 


Iu] ec intz Ы M(ku(t))dt ) (1,33) 


四 而 此 时 (1.32) 成立 | 
(2) 只 假定 p04) 连 续 ， nE Ly" 。 对 每 一 自然 数 n， 按 
《1.27》 的 定义 ，uw,(t) 有 和 界 ， 故 由 01), FE k, 使 


[Ncoce, Iu, co oat -1 


G 


шу = (1 + [Mau co»)ar 
É © 


nsn HER. 再 由 


- 


< k -( + [Meu coat )- ША = [Lr 
kE Ra. А n->co， 便 得 到 


ullae (1 + [Maa ct) dt) 
G 


KR (0.33 ， 得 到 《〈1.32) . 
(3) 一 般 情形 。 对 任 给 e 汪 >0， 由 定理 1.10， 存 在 严格 h 

的 М N (о) 1845 
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NO) EN <(1 +e)N(%) (1.34) 
由 此 可 知 N, (ORRA M (u) 的 右 导数 pi(t) 连续 是 由 定理 
1.6， 定 理 1.7 有 


MG02Mi(u) > (1 +e)M( 7u) (1.35) 
H (1.34) | . 
sup [асоосоаг |< ѕир (косово: | 
Py WE! 5 pO 2 
=< sup | cocoa] sup есоосоае| 
py, «1+ © v 


e 
= sup [few areve ar] 

py (El c 
Вр 20 gU mM CIL e lilas, (1.365 
Bid 01.35) 和 (25 得 
- 1 
intl. 1+ [Miis 

рива) 


k> 0 


,el 1 
< inf (1 t гу]мка +e)u(t))dt ) 
G 


ke 


<(1 +e) шй, = Q +e) intl (1 + ÈM kacat ) 
k>0 k 5 , 
. 1 
< — “з 
«a +o int (rs |мошсоош) (1.37) 


联合 〈1.36) 并 注意 e 的 任意 性 便 知 〈1.32) AE. 
… 个 很 重要 的 问题 是 〈1.32》 中 的 下 确 界 能 否 达到 ， 这 个 问 
题 的 答案 是 肯定 的 。 先 引入 两 个 记号 
ке =к* (и) =inffk>0:|NCp(Elx(tD1D3d4t>>1 


G 


k** -k**(u)- sup(k>0, [Ncockiuc) |)3dt<1; 
G 
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QC L,*). 不 难 验 证 ， 对 任何 4 有 Re* 扫 Kx*。 
E 1.27 4H ke ck*, k**JRJ 


IT (1 neuen) "" (1.38) 
证 由 定理 1.26, 只 须 说 明 当 日 5 仅 当 kCCk*, k**] Bf, 
函数 
Е | | 
=з {ов (k0) 
达到 极 小 值 。 


ДОКТ УЙ, ЛЕ СУ ЕЛМИ. К.К) 在 
9 LÆR. Q= (0, co) , 100) = Гоо) = co (Hi usz0 


iim M ORO т, ， 所 以 infL (ky Bak. Q = (0, b), MI 


H Levy 定理 ， 工 ( -0) = оо, inf L(k) зд. # Q = (0, 
b), 则 更 易 得 到 inf Lek) 可 达 的 结论 、 | 
КОШЕ k**C O, ХЕ КС (0, k**), Щ k** 定义， 


[noaio Doct bra 
сорал ра | luis 


| Hi Young 不 等 式 相等 情形 有 
Loo + fiuo рош par ) 


<i + fully ео 


再 由 Fatou 定理 ， BAILO < is + [ull oo. 


现在 证 明定 理 的 结论 对 k<xk*， 按 通常 数学 分 析 中 规则 可 
BR LOO 的 右 导数 ` 
- 46. 


/ . 1 1 | dt 
L,'(k)- al e[naucioa? + + pck]uct? D шг) | 
G G 


= e| Nokiu) pod: -1 [< 
G 


所 以 天 不 是 LOO BA] e 
车 k>k**， 取 kK/ 使 k**<—k'<—k, WI 


L(k) - L(k') | 
= k” , 
= [a£ |[смаш‹т)› -М‹(К'и‹ї))]й1ї 
G . 
- Мои) 
G 
— k 
> {- t- K- pfe- k')|u(t)|p(k'|u(t)|)dt 
- [Makuc ty)at} 
G 


k-k’ | 
= тере” Inc boat -1}> 
BG ЖК Ра р) коне. ЕУЕН К ДЕ ГК) 的 极 小 
如 果 ке =k**， 那 么 由 上 面 的 讨论 ， 它 RE LOO 的 极 小 
点 。 如果 <k, УВД k* 和 k** 的 定义 ， 此 时 必 有 有 
| cpcksledt)D5at=1， 从 而 由 定理 1.25 M MESH, Leo = 


lal = int LCk), 最 后 由 Levy 定理 


L(k**)= dim  L(k)-inf Lík) 
. b—h**-0 k> o 


L(k*) = lim L(k) = inf L(k) 
k>k*40 t>o 


urhe. 
定理 1.28 集合 
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ке {к (1+ махаа), a x|lu<b) 
对 任何 b>a>0 是 一 有 界 集 的 充 要 条 件 是 MCWEV。 0 
OE EAE. du „= M (з) 由 定理 1.8 的 (6 ) 容 易 


找到 p>1, 1>1 使 得 zw 时 Mdu >pIMG .对 于 b>a> 
0, k>0 # xELyw* 满 足 
1 — 1 x 
ax {ху = k (1 + (мохсаг)<ь 
zo 


由 定理 1.26 有 
ax |х" ZU enne) 
pua Meo) )ar>1. FE 


Í мао) [mee 2M) mesG 


(< а) 


2 ，、 ENDE! n Я 
假定 k>— URA RAEL gak! :重复 使 用 不 等 式 
M(lu) zpl M(u) (u >u), f$ MA'U) >p l MU) (иги). T 
~ liy! = 1 j 
boum (re масен) 


1 1,2 
= | x M( akut )at 
G( *- Iz CI) Eug) 
= f l p'i'M( хо) 
GC їж (1) (>: 0) 


1 ; 1 


i H i i a a i 
TyP'UtyTWP9 Lap 


这 说 明 i-log,(41b/aD, [їй 


ə 
Кес D *log, 1572) 
a 


必要 人 性。 如 Mao Су,, WAREM 1.8 的 《6) , f 


ТЕТ, А co,u, 4 co, 1,222, M(u)mesG— > 使 得 


м‹1„и„)<(1 +) „м‹и (п=1,2,...) 


对 每 个 自然 数 nik G 的 一 个 子 集 G, 使 得 恒 有 M(u,) mesG, = 


并 定义 xX,(1) =xc,(t)， 那 么 由 定理 1.17 和 定理 1.26 有 
1 


ә = риска) Пат (1+ fm (Lx, (QD0dt ) 
i 
zl «lM(t, u,) mesG «pre tc zy ,M(u,)mesG, 
la l, 
1 1 1 1 
Lo —— 1 一 -~ ]— > 一 一 > 
(1+5) Я “= 


д к, а br (e [mass oor), ван 上面 的 不 
"X, п 充分 大 时 必 有 k>. Aien AKH 


L 1 1 1 1 
一 十 ~ 1 + l, 二 二 十 一 m 
d 十 s( 十 =)> IESU F, tg MOS) es, 


.1 1 1 
= — u )mes G =— += 
2 &, "M „э А кВ 


命 n>co， 便 得 到 Kk, 一 co。 必 妆 性 得 证 。 
2. Luxemburg 范 数 ili Tue Lv* 时 our( at SED 
UM 
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见 定理 1.17) ， 故 数 集 
u(t)N,, 1} 
{к>о.[м HOt 
ЧЕЗ, MAM | 
алоо = intÍk>0, {м xD)ars]] (1.39) 
EXT Ly ьан, ШИШЕ ЖА Ж. 


O "AEGRO 及 и = 01и -9; 
(2) 对 任何 实数 а= 0, uC Ly* 


lla quy = (ат ^ м( 11 )агт) 
f =|al'ujans 
QD 在 验证 1 jw 的 三 角 不 等 式 之 前 ， 先 说 明 对 任何 工 ea 
HIERT u, 有 oun). ERE e on F 


在 a, { luas Bos (2) 1. 令 n>, H Levy 定理 ， 即 得 


u 
"a 
M [сму 


Е & ы Wi, И, ELy* E) 碍 T-- A 性 ， 设 и.ч б, u, 0. H1. 
MOD 的 凸 性 有 
м(—=н H, (t) 1 u, (t) )< [il on M (D) 


lil o + и. (м) 


Hu cae t 0 Кемо Мм 


ARON ( u(t) 
Hu lao + [terlan ШАГ 


积分 这 个 不 等 式 并 注 X oulu) 得 


[м ош) жш.) ar<1 
} [илму lala 


МН (з) 定义 得 [aa us ans lli l'on + alan 
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SA VERI jw 为 La EB) Luxemburg 范 数 , 为 简单 起 见 ， 
我 们 记 Lu* = (L t, 1 , En = (Er el) Lom = (Т, 
| + lan), Eos = Ers |e lan. 

T CIE lon 有 如 下 基本 性 质 . 

定理 1.29 (1) (т) 1609); pu( a) = 1 对 
— J] и-=8 成 并 的 充 要 条 件 是 M(u) СД. 

(2) ”对 任何 wELx 有 
iulan lop (и) < ullu) О (1.40) 
nulan 21-04 (и) > ly (1.41) 
(3) 对 一 切 u€ Ly* 有 
ЕЕЕ 


(4) ”对 任何 WELS.:,vELy*， 成 立 加 强 了 的 Holder 不 


Jes] resi | i | | (11425 

[rovat] ans (1.43) 

证 O 的 第 一 个 结论 在 验证 范 数 | on 的 三 角 不 等 式 

时 已 经 证 过 ， 今 证 (1》 的 后 一 结论 , ou (s) fe 2o Ctr 
在 其 定义 域内 连续， 而 当 MODEA, IJ La = Lut 是 线性 E, 
alento (FREIRA O, ео, Moh S us 


可 能 的 。 E. Ж Ми) SA, H f] 1.3, 在 在 W(t) CLy*, 
Dy (OL) -去 , 但 对 任何 1>1 Ji pu Clu, = со . IH ` leo fu М, 


КУА И Anu ME T. | 
(2) "ulapsxl, d Mao 的 中 性 及 йуж 


jui pas] uc )аг 1 


и, м) uin 


Tui" u)>1, 


1. 同 理 有 -一 


zi ilelan >t, Wl al 


(3) 由 定理 1.17， J "Cras 2- Jat t Billion ec lale BE 


gi Young RER, Ulya +1, Bf 


IPS ML ш)! <2 


(4) H C1), ovii) 61 BE 


ul vet) 
ye [facto rd 


Wi (1.42) 得 证 。 同 理 可 证 〈1.43 ) 。 
定理 1.30 设 a,b 为 正常 数 , 若 МАЖ MOD, м0) WE 
M(au)=c M (u) x M(bu), itj (1) allull АШИ АД м» (2) 
allullan s< АШ e 
证 (1) 由 定理 1.27， 存 在 k, k,—0 使 
llbull у x6 + py (e bu) ) AITA -Q + py, (К-и) ) 
《这 里 不 妨 假定 ux 0). 联系 定理 1.26 有 
bully "C de саг) > e (1 рм (k, ШУ; 


= |||, = (1 "(T| ane: ) 
G 


>=(1 + aas 
k, ГА 


(2» md 
айо, = intfk>0, jupe) 


«иа е0, м(#)а сл} 
| К 
© 


= [jular <inffk>0, j( D "x E = [bulan 


在 定理 1.29 rh, REJ jul с> |lu] ane FKE, R Fg 
更 强 的 结论 。 


定理 1.31 een 对 所 有 非 零 的 wE Lut 成 立 。 
证 JR k0 使 | = 天 (+ Du iui en )- піш! 


= rulo, WA k>1. 对 任何 正 数 se<1- T 由 (1.41), 


шар, 


u | ` a = 
` 一 一 一 -一 一 maħ yl. 2 1 _ 1, ` , 
йн 注意 К(1—е)>1, RIII 


PELIS (а) 


> [i+ #0 -apy ( 


Mm Fulan (м) 


a EID ] 


1 1 
>+ tka —£)J =a — e) 


由 * 的 任意 性 得 到 矛盾 的 不 等 式 1221 + 1>1, рр. 
对 于 uc L, *, ја 
С„(и) =(t€ G, Juct) | zn) u, (t) =u(t)Xç c uy (C 
再 引入 记号 


400) = d(u, Ej) =inf(|u у, СЕ} 
d;(u) -d(u, Eon) = inf(|u — wllan:w € Ey) 


Ë, =E, (4) = inf{e>0， ом! 2) о) 


SA, uCE, 当 且 仅 当 d, (и) =d, (Ð =Š, (u) 50. 


定理 1.52 对 任何 исі 


limliu – и, [lon 7 би - и„\\м = 5, (u) 


E u € Ey 时 上 式 各 项 均 为 零 〈 见 定理 1.22), ЖФ а 


今 设 uc Li Ey. [S п и-и, Пол e е, ПЗЕ, 


z. 


所 以 定理 中 二 极限 都 存在 .再 由 WE Ew 知 Eo>>0。 对 任何 正 数 e < 


£,, H 2, 的 定义 


Ze == [м Rt == 


所 以 对 任何 n=l 有 px (к<) = оо. 这 表明 iu ио. = 


es H e 的 任意 性 及 定理 1.31, 得 . 


lim[u-u, luz limi Ub Uu Ee 


一 方面 ， A e>0 nou <”, ficti mos (22 4 2.)=0 


于 是 由 定理 1.26 


u -uy (8 + е) [1+ px aee 


(Gi—99) ， 从 而 有 limllu иы, 定理 得 证 。 
定理 1.33 对 任何 VEL*，di(u) =d (W) - 5. 
证 Pipik uC Lš NE。 由 定理 1.92 和 定理 1.31 


£, = limlu -u lud, (Wd 


y 


T 


i 
Y 


AH 4 须 证 明 й„(и):>&. ЖЕЗ 正 数 ecl, 和 有 和 界 函 数 we | 


1 


Ey, BIWO Eck, 取 a>0 жя ce тё буш ET 


Е . 
luct) 2n, dictn Е С, си) ERE 


а) woo EO =a) Juct] 


i 


S EM nt ЭЭЛЕ але 


ez 5. 2 м(=% = W(t) = Jat 


1-а uct) 
> M zu) "m M dt = co 
n (5 -28 Ga) (ате) 


З 1 НА Iu -wlia =i 72e. {ЩЩ e 的 任意 性 以 及 有 界 可 测 函 数 全 
IKE Ey vp Sani d; (и) z£,. 
下 面 介绍 一 个 十 分 有 用 的 引 理 。 i 
51 1.5 车 MGocEA:， 则 对 任何 工 >0，s>0， 存 在 6 
使 得 对 一 切 и, vELy*, RÆ pu (a) <L, рм(0)<0, RE 
lou (+ v) — pu (u) | e (1,44) 
证 因为 M(w) EA ИН УТ JE 等 价 ， 所 以 数 Ж 
{ом(2и +20) ,pu GO уру (u) <1) 
HR. WL, 为 其 上 界 ， 则 LQL. TEE L,>1, е1. B = 


2g 


2E 2 € 
ato W BEO, D e >O (59) mes G< £. 


BL М) CA, пж K>1 使 得 cU. n M( Su) <KM(w .我 们 
说 明 6= -ay 满足 定理 要 求 。 | 

设 u, vELy*, pu(u)< L, py(U)«0. f$ Е = Соб) |< 
vH Мон) 的 凸 性 得 

pu (t V) =|Mfda -Bu(t) ego зо] 


G 


. 2 
_ | | 2u(t) + Ut) 
<a Macar BjM(— ja: 


C 


<р) [мака + | MR") 


. 55 > 


2 
stp, (t) 十 BL 十 号 M( 启 wjmes E+ Зк | M(o(t)>)dt 


GNE 


=ру (м) 十 * +3. 4 E ÊK ° 0< pa (и) te 


再 以 uto 代替 u, ~o 代替 v， 利 用 上 式 可 得 
pu OD = py (и+®) + (= v) py( tv) + е 
.联合 这 两 个 不 等 式 即 是 0.45. 
定理 1.54 车 M4) C A., MH 
d) Ve 220, 3 06,70 filluan z 619 pu U) 22013 
(2) We Є (0,1), J ôE (0,D fii p (u) <1 —e,= itu < 
1-65 | | 
(3) Ye,€(0,1),10,€ (0, Dfii p,00 l 8l unm 
1-0, 
WE (1) 由 定理 1.19 和 定理 1.29 jj (3) 立即 可 得 ， 
C) GP HK, MA 6200, (ug cLa* 使 [allant 但 


омб(и,)<1-е, (п=1, 2, e). AA 2 c ulla 对 所 


有 nsl R. 14 Мои) СА,, MARR (ou Cud) A E SR Lein 


1 . : 
fud bte 则 12a,—9 (и-оо) 。 再 利用 Mao Ау 


TE. UH 
1=р, (u m -) py 0,u, +0 -а,)и,) 


<а,рм(2и,) + (1 capu). o- 
«е 1+ (1 -а,) (1-е) 
令 поо, ЖААЙ: 1<1-6,<1. 
(3) 的 证 明 与 (2 〉 相 近 ， 请 读者 自行 给 
下 述 的 定理 具有 诬 刻 意义 ;， 它 表明 Mu) € A, mm 的 单 
位 球面 上 的 范 数 收敛 与 度 基 收 全 等 价 。 
定理 1.35 Ш Mu)EA:. 着 руби.) oy 08). В u(t) 


。 56 > 


u . 
—u,(t) 《〈 依 测度 收 化 ) Mo), WA 1и, - шор n 
co) 。 

证 Pu, =o, ШААН, 5050,0. ЩЕ, (ом(и,) } 
有 界 ， 设 工 为 其 上 界 。 对 任 给 6220, Bsp 1.3, FE 9>(0 使 
得 руб) <І, py C) <ó Ж Я Loy (uo 9 - pu Q0 |< - 不 妨 


认为 б<. 


由 积分 的 绝对 连续 性 ， 存在 ó, >0 {E GCG, mesG, <ð, tt 


u 
{мо ‹›ат<со. Hju, (t)—>u, (t), MAEM 及 E,CG, 
Є 


fin», Bj, mesE,<ó, H ` 


[Maa шщ (ойо (1.48) 
GNE ' 


注意 此 时 | Меш, cooarcec 6 з, gun 


Е, 


[масса = py (Ho) - [Ma coo >py (и) - + (1.46) 
GNE, E 


H (1.45) ， (1.46) , nZn, BJ 


| M(u,(t))dt = [Mc ct) -u,(t)J +u (ODdt 


GNE, GNE p 
>| Mu, (dt -E postu) - -È ашату 
оҳе, < | . 


B Qu (u, par (Wo), 结合 (1.47) LI 存在 hyzzn, 4E nz» nmt 


[Mai co» = py (U,) -| M(u,(t))dt< S. 
a GNE a 
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их | M(u (t))dt<0, nzn, Bj 


Е, 


f M(u, (t) -u (dta | manc —u,(t))dt 
G 


Gxz, 


+ Mom Iu co parc E+ | Ma, 204+ fce 


Ea En 


这 表明 pw (и, – и.) +0. 7 Меш) EA, 411и, Molan. 


84 Ж Ж ШЖ Юй 
定理 1.36 E, 5 Eou LARREA- RERE 
f (u) = jcpu(pd (1.48) 


其 中 € L: .此 外 还 有 f€ E ВД = 1н РЕ ЕТ В Ifl 
= [о]. Н Ж, Eğ = 1з Ему =L} ` 
证 ”对 于 任意 的 uEL4tw ， 显 然 (1.48) 定义 了 Br 上 的 一 
个 线性 泛 函 。 再 由 Hilder 不 等 式 (1.42) ， 知 jj 入 ulew。 
反之 ， 设 jE BE "对 每 一 可 测 集 BCG， 定 义 F(B) = 了 (Xp)， 
则 F 是 可 加 集 函 数 。 今 证 它 绝 对 连续 .对 任 给 e>0， 取 6= 


1 
IN 则 ECG, mesE—ó 时 


Z9! 
f «(ye - M(T mese e м(2) 2d 


Bk lXs lla se PRG | 

[FC| = |0) | Л [Хк 2+ ХЕ м< Zell fT 
这 就 证 明了 F 绝 对 连续 ， 从 而 由 Radon-Nikodym 定理 ， 存 在 С” 
Кар 0.01079 ЕСС 可 测 时 


F(E) = [соаг (1,49* 
E 


. 58 ° 


出 此 可 知 对 任何 阶梯 函数 uc Ew 有 
fao = {исо (1.50) 


G 


dree 


对 于 任何 4ELy* „НОВА С] u, CO u C Н.и, (t)| 
а) БЕ G L area (4=1,2,…) ， 则 


| fuvar |<свир| ju, cov contar 
G G 


| - sup| fu, (O0 |signo, COD | < lfilsupllu, ly < ALIUS 
由 此 立即 可 知 vE L”. | 
He ELto, fio = [асосе 在 Ey 上 定义 一 个 有 
G 


TARE. 18 FRS fa 与 了 的 值 便 同 ， 而 阶 梯子 
数 全 体 显然 在 Ex Ч, MAE En 上 fioi, M (1.50) 对 所 
Ж uc Ey 成立。 
жш = lolos ЭЙЕ МИЙ о ооо АЕН КЕН 
不 等 式 。 Жө» los =1. 对 任意 的 60, ЕҢ(1.41),ру((1+ 
£00,071. 4 

Тоос) |, Iv CO] sn 时 


v(t)= d 
0 , іо) [оп 时 | 
那么 n É ¿y ABUS po teu) >l hT E 1.18 的 
ВЕНА Е ЕЙ [и] мру (Шш) + 14ELy*)， 所 以 对 任何 n Ufj 


gca + ғ)0,) 
pua (O + е)0,)) +1 


其 而 由 《1.11》， 对 所 有 充分 大 的 有 
= .sup ， [юва 


ЕУ, 


> | qCO + е)о,()) (1+), (1) 3, 
I+ рм((1+е)о,) +1 


+ 99 > 


1 
Tig 


H e 的 任意 性 ， 得 Hjugpelullaos 

Ecd =Ly* 的 证 明 留 给 读者 ， 

推论 1.2 Ly* 自 反 的 充 要 条 件 是 MUCA, NV . 

证 ”充分 性 由 定理 立即 可 得 。 反之 ， # Lu* "BRE, 则 其 И 
子 空间 E, 也 自 反 ， W H 

Ly* = (L,*)* * SEg** = (Lo) ОЕ = L, * 

这 说 明 L,*-Es. BIER Ly* = En。 ВМО) C AO VA. 

^ M(u) C A, BP, 对 每 个 WELw*\Ey， 由 Hahn-Banach д 
理 ， 存 在 gE (Ly*)*, 使 $00 =0 {Н GDE R EL 
Н, Mu) EA: BF, (Lu*)* "ML ` | 

如 果 Lu* LERRA GWE (ED = 0， 我 们 就 说 4 是 
Яя В. 

定理 1.37 L,* 上 任何 有 界线 性 泛 国 T 

í[2vtó | (1,51) 

的 形式 ， 其 中 осі, b ARZA. `. 

证 dd Ex = {ФС (Ly*)*,$(E,) =0}。 由 泛 函 分 析 的 一 般 
HUE. Ey* = (Ly*)*/Ev°, HJ (Ly*)* =L E, x Ey e 

对 于 Lu* 土 有 界线 性 泛 函 ， 我 们 记 


fu) pt 
Лк вир ү, > ШАП = Pub. 


ЖЕ S ABRI FU ML las 
定理 1.58 ik L,* БАЕТ РАЛ (1.51) 的 分 解 ， 则 
ПЯ = е А (1.529 
证 SERI vis ПФ. 今 证 相反 的 不 等 XY 60, 
取 wu, wucL,*, Iilan = Bella 71, 使 得 


Hollis -e< [ui соода, éll eo (u, ) (1.53) 


. 60 - 


出 积分 的 绝对 连续 性 ，3 02-0 тевЕ ону (Ти, (Ov CO dte. 


G 


今 取 K 充 分 大 ,使 mesG([|ur(t)| >K)<0, 再 取 ECG (t> 


4-0) ff 0<mesE, <ð. {аа = [Moc yat; 则 显然 a. 
Ei t . 
В ш мо = lalan 2i à W8 Ом (u) sz ЖП рм(и,)<1, 
Жс NIESKE DZ 
[ mawon Í Maaa 
сви (1158) | 6 Os 40) 1>N) 
ja E. =<G(Ju.(t)1 > N),E,=G(|u ,(t1)|2> K) ‚ E, = С\Е, U E, U 


E, У 
u,(1), t CE, 


W(t)=1 0,t€QOUE)NE; 
luct), t €E,- | 
则 由 о 的 定义 和 E, 的 取 法 有 | | 
excu) < [ Mai coodt + [Mas coodt 
E, GNBq o O uS 
<a + pylu) - ax E EE 
ЉТ и, 11. 又 因 E, E. E. 的 测度 艾 小 于 6, Wo 
fuvar] uiCt)uCt)dt -| [us CO v Ct) |dt . 
. Ж EE 


© Е 4 2 


2 juicovcoar - | Ju, CO vt [dt -[ jus C(t)v(t) |dt 
G 


E YE, UE, Е; 


> (исо): – Зе -e 


G 


注意 мх. € Ey, Ugo. Eu, Mm Фф HARE RR. 所 以 
ф(и,) -ó(uXg) = ф(и„). Ж (1.53) 有 
fu. feto) = Ju covcodr (s) 


C 


> |u,(tDu(t)dt — 4e + фи.) 
>10 -5e + llli -£ 
出 RERE, Walia lvla t lelve 
TZE] a JSuEBI—AT И Bh An i. 
引 理 1.4 ”对 任何 奇异 泛 函 ФИ 


ll = НФ - sup éco 
p CO o 


dE 对 给 定 的 ucL, nol, jd 
fult), luct)l «n 
uU (t) = 4 
10, luc) | >n 


y z, €Ey, pylu —u,) 0, 从 而 Jim - ule 1.3: 
ф(и) = фм.) + $q 一 и.) = фи и) < || lu- иу 
命 no, HWER 1.32, # фи) < |ó. TEREM 1.29 有 


$u) ġa) _ 
lelen = sup- July ^ UP aul, = Ф| 
= Sup ф(и) < sup en SIT IET 
Р\и)<Ф pu OO 


出 定理 1.31， 定 理 1.38 和 引 理 1.4 立即 可 得 ， 
定理 1.39 171, = Hf lo EE AR (EXE 了 为 奇异 泛 函 ， 
定理 1.40 设 Lu* 上 有 界线 性 泛 函 f 有 (1.51) 的 分 解 ， 则 


По» = inf {E>0, o (2)+ glos 1) (1.54) 
证 对 任 给 £50 е о (2) + 2 от X wet W 
дч =1， 由 定理 1.27， 存 在 k 满足 
1 = ullu -u + py (ku) J 


从 而 由 Young 不 等 式 及 引 理 1.4 有 


— ku) = [uctyv пак 1. ku) 
X Ë] (t)u( gt + 
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онки) + py( F0) Mn 


spy (ku) + 1<k 


# f(w) <&。 考虑 到 4 和 的 任意 性 ， 可 知 
HT <intfe>o, ex) + geli) | (4.55) 


AiE (1.55) 的 不 等 号 不 成 立 ， 无 得 于 一 般 性 ， Belte = 
1. 因 此 〈1.55) 的 不 等 号 成 立时 ， 存 在 某 a> 0 使 


[моода * lól кус 1 +9 


C 


于 是 存在 Ww Є Ly*, [01| 148 oy(Q)tóQu)mIt0. — 7 
төп =l р. N О) = lule sitos CO <1. 联系 
Young Ж; B HAS TUE HR | | 


| 


ov(u) = ане! айан 
i {ЕЛ RTINA ""— | 


2 [moveo -Meuc»ode 1.56) 


G 
仿照 定理 1.98 的 证 明 ， 可 以 构造 w СІ," 使 : 
fu, coveodt + Gu) - pu (m) > [utd + bu) 


G : G 


руб) 一 


~ pu OS) -2 
联系 (1.56) 及 pw(U)+dD>itre 得 ”- | 
jucoveodt + Bu) -pu (S027 py (0) + (u) -6>1 
G 


FILAM 1.26 Hll l+ onu), BAFER ， 
ПЕЧ t Uolt) ' (wo 
Fost ua) [ш сюе eeu) 


- 63 o 


~ l+ pytt) >| 
juda 7 
定理 获 证 
定理 1.41 EAEE ARAS hi lese Lu” dud 
位 球 上 不 可 达 。 


证 ERA, Ж u € Lut, ullu =1 使 pu) = lidl e 注意 
Jla > lell (м›› TUB E JR: 

Illy = IET = ф(и) Ep [ш .lo ui isl». 

定理 1.42 对 任意 Lw* 上 有 界线 性 泛 Wb fv (H 
осу", ФУРА), Ж Т Æ Ly" 的 单位 球 上 可 
达 ， 则 必 有 | 
[нене gh -1 


证 由 条 件 ， 存 在 uc Let, üuj,-1 使 


fao = fuvar + $ (u) = 1А ә = 1 | 
` ` G. 


注意 到 ЛАГ = 1 2838 hosli, 因而 p Cu) xli. PH UL Z PJ 
函数 | | 
(007 ae = [Nevi dt + Elele 
G 
在 50，13 工 是 连续 的 ， 于 是 po) + ioll BLESS S 1 使 


得 | | 
1<в(Ё,) = а» * &iléllo» 


从 而 由 定理 1.40 f fon S xx БЕ у =1 不 合 。 


КА 


[мос + etos 
G 


TT ENOELSUUNESIMETESENEE 
fucata: Samo, 从 而 存在 то 使 得 


» 64 。 


| u (Du Odt o S 


СУС. 
TE 


这 里 G, = Со) | =m). 
ha = | Nevadi + | N (CO + 1а 
CNG a Е 
是 < 的 连续 函数 ， 履 车 RA) eg QD + loll уй РЕ E> 
l 使 得 RED LILLE fa=u re, 其 中 ` 


1,001), t€ GNG n 
u (t) = 4 
А (D, teG,` 


则 由 & 的 选取 ，pw(ue) + lla» 28. )<1. 于 是 由 定理 1.49 
f$ fi ysl. 但 这 样 :一 — 3k, ` RA. ©, ; W 
ELIT lm hoe) = vwcoucoat + фи) 
ср 
=ë,Í| ис»: + | И УП СУГ. + ф(и? 


-fa) «d, 1) [ rosa a 
21+ (8 -Dd | | 
这 一 矛盾 最 终 完成 定理 的 证 明 。 Коз eoa 
定理 1.45 设 {G,} 为 G 的 一 列 两 两 不 交 可 测 子 集 ， | (ua) 为 
一 列 实数 。 车 XG = Se EL cda mi )* 肝 (illu 在 
Lv 的 单 位 球 上 Ар, :那么 么 存在 实数 列 (v) -使 得 v(t》= 


2 00,00) ELim*s об) =1 H: 
wll "Jenn: - àv esc, 
а 
证 不 妨 假定 mesG,>0 (k=1, 2,^). 由 条 件 ， 存在 
Ы 65 . 


V CL бу, ,vollow =1 使 得 
. їнї = (асо, coa: 一 | u (t)dt 
ка Je, 


G 


i i 
fr = кезу) 
Gi 


V (dt, U(t) = 229,0), HJ 
=} 
luly = 5з, | o coat = Sy mesc, 
-1 k=} 
бү 


= [«covcod: 
G 


今 证 M ig Jensen 不 等 式 有 


pu. O» = E" Gas, | s (t) dt )mesG, 
бү 


< " NC» (2241 = ру бе) оао = 1 
62 


但 另 一 方面 

lw) = ^, sup [созо = [асосда 

м O0 Si © 
故 不 可 能 有 омо) <1. 于 是 必 有 pw(u) = 1. 
定理 1.44 {G}, (u), UPME EA 1.45 的 假定 ， 

d Паре Ly* юм ETS, 则 存在 同样 形式 的 vcL,*, 
ivl uo 1 使 得 

П] му асосда. = Žiu, vmesG, 


8 
证 由 题 设 ， 存 在 v6。 E Ln*， lvolly = 1 使 得 
fullan = (соо, (t)dt = Bul v, (tdt 


G Gi 


HEM, = ses. v, COdE, ot = Ж», NSP Wu R 须 验 
k 
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证 Viv=1, 任 取 u*cLy,*, pu (0x1, йт. 


s" ges, Оё" u ба) = Yu ye CD 
y 
| u*ct)dt f 
Jioc - Zaf 0а. E| mm 


- ОЕ (ur юш Е 
k-14. n 


Gy G 


又 由 Jensen ЖА 


pu (u!) = > M ë fut cod: mese: 
k=1 b. i 
G, ` 

三 |MGe (yd <1 


` G: 


= 
EI 


(veut codi = ur сюй soils = 1. | 
©. f 


G 


南 wt come ga, Pn 1011. X uar | ebpact?at， 故 


不 可 能 有 lollw<1。 — 1. . | 

设 HC (Ly 0*0) 5- См" .如 果 对 每 个 1 EH， fu, -и, ) = 
0(n，m->co) ， 就 说 {uw,} 是 五- 弱 Ж ЖУП. 车 对 每 个 ren, 
fau) fü) (rn->co》， 就 说 {uw} 是 五- 能 lk SEE ч, 如 果 Lx* 
”的 每 个 H- 弱 基 本 列 都 H - 弱 收 敛 ， 则 称 Ly. gh - 弱 序 列 完备 
m. 

由 Banach 空间 的 一 般 理论 ，Lm” 总 是 En- dra 
的 ， 但 是 我 们 有 更 进一步 的 结论 ， | 

定理 1.45 Ly* 是 L.* — 弱 序 列 完备 的 ， 

证 车 不 然 ， 有 Lx* 中 L*w- BERIU) 不 是 Lx .一 

28 - 


BKA- ВА Ly* 是 Ey — 弱 序 列 完备 的 ， 故 存在 u CLy*, 
使 tw,jBw- BKAT и, IH Fu, EE L – 弱 收 敏 的 ， 故 存在 
VELv* 使 得 

te] fee co como >0 


*—o 


无 内 于 一 RUE. 假定 
Е ит}, CE) = u C0 (dt = 6,20 | (1.37) 


ply: ETE 是 一 有 限 数 . 记 w, (5u, (t) cus, Ren. dE 
|». оеш geo 再 取 т, 使 得 


| wa,CO UC 19:2, 


CNG w 


这 里 G,- Сос) | Ст) m=1,2,…) .于 是 
j (шой: = | — | >E е-е, 
Gu | | 


ç 6-6 
. | 


因为 vxo, CE, (wb En 一 弱 收敛 于 零 的 ， 所 以 


lim| w,COvV(Ddt = 0, BR (1.57) 便 知 存在 n.n 使 得 


G 
”, 


| w.icOvcOd > S e В. 
8 
- ` D 1 
i w.,,(t)u(t)dt | в 


”, 


x m >m 使 
Iwa CO CO [dt Fe, 


эсс: = [- | 一 | < 
G 


Gm, От, G н, CNG m, 
1 1 
= — ©, ~“ — Eg 7855. 
6 ° 6 0 2 0 


注意 {w,jEw- Sg SUE, VXe g UKon 6. € Ey, ii (1.57) 


知 存在 noon, të f| w. сосове B. 


G 
|| w, (Ct)v(Ctodt + f w, (t)uct)dt <$ e (1.58) 
", 85,76 
JR. m.m. 使 
|w, (DoD dte, 
CNG m ,. 


顾及 (1.58) ,又 有 


КИНЕ" 


с. SOn, б G°, Sa, 
l. = 1, 
6 °° а 


如 此 下 去 ， 由 归纳 法 ， 可 选 tai，mxij3-， 使 得 


Ie dorm om 


G anG Сы ~G 
m, ` ^ n т; 


ява | р.ә Le (1.59) 


6 
《其 中 e AW +1 -1, k=2, 3, ey 1-1) 0| 
|w, (DVOJICE (1.60) 
6-6. 
以 及 | | 
| w, Gv (dtes | (1,61) 
Gu Ca 1 


= 69 < 


ї= 1, 2, tte 这 里 规定 G, = G... = %. 定义 


0(1), tC€G, N G, 
f 2kt1 2k 
u (t)= 1 (к= 0,1,2,» 
人 -ut) tcG. NG, 
2k E 


k-71 


AW vcL*,. Xi (1.59), (1.60), (1.61) 有 
[u, (ow, (одой, 
С 2k*i 2k 


= fo. (t)— w, , (DIV (tD dt 
- 2 
c . 


К 2 大 十 1 
= | Wa (t)u(t)dt 
2*1 
Cu Ca 
k+1 2k ; 
+ I w, (t)u(t)dt 
2k 
G - . 


G 
2k P"ikei 


° + | W, (v, tdt - Le, . 
2k+1 
GNG „ N 
| 2%#1 
- Í w. соса 
2 上 


eM. k 


1 1 1 1 1 1 1 
25-8 + >° 76% 7 687 687 gf» = g 


与 fw,} 为 Ly* - ШЕЖИРЕ. 
` 定理 1.46 L,* 能 序列 完备 的 充 要 条 件 是 Мои) C A. 
证 沈 分 性 由 定理 1,45 立 即 可 知 。 今 证 必要 性 .车 M(u) E 

Az MFE ucL,"NE,.2E X. 

[u(t), |ыс) | «n 

u(t)= d 

L 0, lu (г) [22и 
m= 1，2，…。 对 任意 fC(OL,O*, WI fc (0.5) 的 分 解 f= 
u + 中。 对 任何 自然 数 n, p, Bj u,, и„,„ЄЕ, Фя 8, 


+ 70 。 


Е feu co ш, P (t)Jo(tDdt| 


© . 


«ш.с —u(t))u(t)|dt—Ü0 
š 


(поо) „Н (и, ЖИ. х (и, (ә АБС 2k 于 
ult), ТЕ ЗЫНК, Wasser тисе). ДН 5-— JE, Н Hahn- 
Banach ¿g BB, ff fk @ C€ (L,*)* 使 由 (CBEr)= 0, ф,(и)%0. 
于 是 

ф,(и-и,) = $, (u) 30 

与 {4,} 的 弱 收 敛 性 矛盾 。 

附 记 .本章 的 大 部 分 内 容 取 材 于 参考 文献 C1]，[523. 从 [2 
中 所 选取 的 定理 1.27 , EE WEE GE. EE CB. BR 俊 澳 的 
C93, 定理 1.12 选 自 参考 文献 C23， 但 所 用 的 比较 整齐 的 证 明 
属于 陈述 涛 . 定理 1.28,1.30,1.32,1.33,1。35,1。41,1。42,1。44 
见 陈述 涛 、 王 玉 文 BUC42, C523 fü C62. B| 1.3 参看 A. 
Kaminska WCT). ŒH 1.43 属于 H.W .Milnes[ 8, 定 理 1.46 
最 初 见于 [9]，P440。 定 理 1.45 及 定理 1.46 的 证 明 取 自 王 玉 
文 的 [10]。 定理 1.36 中 | 让 loullew 的 证 明 是 任 重 道 C11) 给 出 
B c 


$ * x 献 

(13 M.A.KpacnoceaBexkui, S. B. Рутицкий, (п 
REZE (RAIRE) ， 科 学 出 版 社 01962) . 

C23 吴 从 煌 、 王 廷 辅 ，《 奥 尔 里 奇 空间 及 其 应 用 》， 黑 龙 江 科 
技 出 版 社 (1983) . 

(33 RAAI, BFH, RER, X 于 Orlicz 空 间 范 数 的 计 
算 公 式 与 严格 赋 范 的 条 件 ， 哈尔滨 工业 大 学 学 报 ， 
(1978) , no.2, 1—12. 

Т4] 陈述 涛 ， Smoothness of Orlicz Spaces, Comment. 
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C63 


C73 


£87 


C93 


(105 


C113 
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Мат. (FRÆ). 


—— Some rotundities of Orlicz ѕрассѕ. with Orlicz 


norm (f$ Xe) . 


陈述 涛 、 王 玉 文 ，H-property of Orlicz. spaces ,数学 年 


H FRR). 


A Kaminska, On uniform convexity of Orlicz spaces 


` Indag. Math., A85 (1982) , 27—36, 


H.W. Milnes, Convexity of Orlicz spaces, Pacific 1; 
Math. ,7 (1957) , 1451—1486. n 
Г.В.Канторович,Г.П.Акилов, «RAAT СЕ)» (XI 
证 、 郑 权 、 张 云 生 译 ) ， 高 等 教育 出 版 社 (1984). 


EEX, Orlicz 空间 的 弱 序 列 完备 必 ， 东北 数学 ， 1(1985) 
по.2, 241—246. 


任 重 道 ，Anote on the Luxemburg norm оѓ. Orlicz 


spaces (FRÆ). 


== г ЕШ 


三 性 和 光滑 性 具有 鲜明 的 直观 几何 意义 ,是 Banach 空间 几 
何 运 论 基本 内 容 之 一 ， 对 于 这 些 几 何 属性 的 研究 .有 助 于 进一步 
揭示 空间 自身 的 结构 ， 在 台 近 论 ， 控 制 论 和 概率 论 等 方面 也 有 重 
要 应 用 。 本 章 重点 介绍 Orlicz 空间 的 端点 、 严 格 中、《〈 弱 》 一 致 
WK рч, (ED ARA, Н е, ,中 点 局 部 一 E TUN 
各 向 一 致 三 和 光滑 等 性 质 ， 其 中 绝 大 部 分 内 容 都 是 最 新 成 果 ， 


| 1 端点 与 严格 名 0 
A ioni w s 
同 实数 ww =u, RAM (u,) M (u) + gMon 


‚ (2.1) 
就 说 Wo 是 是 MG) 的 一 个 严格 本 点 Mao RUPES A EROS. 
显然 ，wE sw 的 充 要 条 件 是 对 任何 不 同 实数 ww 和 a СО; 
D, HX и =av+ (1 -wg)w， 就 有 
Миу) XaMQ) + (L-a)MÓ») 7 Qu» 


如 果 w。ESm， 则 MC(4) 必 在 以 ws 为 内 点 的 某 开 区 间 上 的 图 形 
为 直线 段 ， 于 是 Sw 的 余 集 为 至 多 可 列 个 互 不 相交 开 区 间 的 并 。 
很 明显 ，M(W) 严 格 山 的 充 要 条 件 是 Sw 为 全 体 实数 、 此 外 由 


M(0) 20, из0 时 M(u)>0 可 知 9E Sw 再 由 ш С. MO -0,. 


ESI 


Пт Мн) = = ~ 可知 在 零点 附近 和 无 穷 远 点 外 这 都 有 无 穷 多 个 . 


Mu) 的 严格 本 点。 
”定理 2.1 u € SCL GOAUTO 的 端点 的 充 要 :条 件 是 OD 
. 73 a 


pu(u)=1, (2) mesG(u(t) € Sy) = 0. 
证 ”充分 性 。 对 任何 wwEU (Lg, u= 


3 Bleu? 
<l, py (WO 1,1). 
120 -M vlt) + w(t) dt 
px (u) j ( D) ) 


<f MOOD + MOWCOD qt 
G 


联系 Moo ШП, 可 见 对 几乎 所 有 的 t 有 
Ma) = M( “Олен =- MU) + dMora 


4BmesG(u(t) € S4) 20, ж ES XJ JU. Bot ВОС) мс) ЈЕ 
都 不 能 成 立 . 因 此 必 几 乎 处 处 有 ut =w), Blv-w-u, 从 而 
充分 性 得 证 。 | 
VEH Wu yU CL ) 的 端点 . 若 (1) 不 真 ， 则 se = 1 - раби) 
>0. 取 'a>0 flimes(0— u <a) >0.8JRECG(0< luct) < 
а){& mesE> 0 H j M(2u(t))dt <ë. 
E 
， (u(t),u(t),)t€ GNE 
000), we» = Í 
(0,240(1)),t C E 


则 容易 看 出 па) = ТОЗО) Rag mesE>0 六 u(t) 在 B 上 处 
处 不 为 等 知 vx w. X 
` pu (0) X pu Cw) = | M(u(t))dt +f M(2u(t5)dt 
` GNE E 
<pu (u) +£ = 1 


8k lv ool, П Воо 1-20 5009001 уу) НОНА. 


(2) `# mesG(u(t) € $422 0, WE ERI Su 8 4+: Җ 20 Ж рр 
|. 174 。 


开 区 闻 的 并 集 ， 必 存在 某 开 .区 间 Ca, 0) 与 Sy A28, HIE Mu) 在 
(а,Ь) 5} ; М(и) = pu +q 使 得 mesG(u(t) c. (are,b-6e) 
>0 (ze>>0 为 一 常数 ) 将 集合 G(u(t)C (a+e,b -2)) 分 解 为 两 个 
不 相交 的 等 测度 集 A,A RAER 
( UCU), t€ G U A, 
(u(t), WOt)) = 4 (u(t)—e ut) +2), tCA, 


{ (u(t)+e,u(t) —є), t€ А, 


显然 ибо) = HU) UD gag mesA, =mesA,>0 可 知 oie we 


又 


|... ya, MOX NICO 一 E) + adt +. 


{ФО +e + aat 


3i» ua, Pn gre f, a Mu a | 


HIER 0м (0) =ри(и) le] B ou C) = ои(и) x1, #k vwe 
О (Іо), уи HUL Ж, ) 的 端点 冲突 。 
定理 2.2 Сни CD) Mane Au 


(2) М(и) ў. | 
证 充分 性 ， 由 定理 1.28 的 а) ; М(и)ЄА, 时 对 于 一 切 


4€ SC f Apulu) = 1. LMU) PH iti Sy RREK, i 
由 定理 2.1,S(L k, ) 中 每 一 点 都 是 U (L d ) 的 端点 , 即 Los k 
gc 

必要 性 。 据 定理 1.28 (9 (D 和 定理 2.1， 显 然 (1) 是 必 


要 的 ' 令 证 (2). 若 Mu) 不 严格 西 ， 则 存在 weESw，ros0， 起 
ECG 使 0<mesE 一 mesG 且 满足 M(n,)fnesE« 1, F u> 0 使 
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M(u,)ymes(GNE) = 1 Mquy)mesE. д Ў U(t) =U, Xg(t) + ИХ E 
M, WEARS омсо =1， 因 而 lulon =1. 但 mesG (uct) 


ES VmesE 0, ` 故 册 定理 2。 1, u 不 是 UC. > BER. X 
与 L 中 的 严格 同 性 不 相 容 。 
定理 2.5 ис 504) 为 (Ly) 的 端点 的 充 要 条 件 是 对 任 


何 KE CK*,k**5, 有 mésG (ku(t) C Sy) =0。 
《ke*,k** 的 定义 见 (1.37) ) 


证 充分 性 。 对 任何 wwEU Qo, w= "i", Rand 
# llulla = WW з = оо ЕВ 
| 1= TIPS + Mwana | 
SETIF = p [i+ | Mwe ar] EE 


jk hdd 的 症 性 和 定理 1.26 有 


ue 
k, 


к, к й 
Kk k, +k; xl. Mos C) 


` 


so natat aw ер 


к, 
+ EIS Í. Mawa È ef M(kv(t) + ку) | 
а], меша а |>2 Пини =2 (2.2) 
所 以 «2.20 中 所 有 各 式 都 相等 。 于 是 | 
去 [+ M(2ku(t))at| =1= dudas | (2.3) 
且 对 几乎 所 有 + 有 


oC АЁ ск узуу Кїз =М(? 2.4 
күз, МОЗ О + е M Ew) M(2ku(t)) К › 


. 76 o 


出 定理 1.27, (2.3) 式 意 味 着 2kE Ck*,k**]， 从 而 由 已 知 条 


4p, mesG(2ku(t) C Sy) =0. 再 根据 (2.4) 式 ， 对 几乎 所 有 的 4E 
GA k,u(t) =k,w(t), B. Күй =k,w. WELA К, = Hk ol у= 


\ ка» |м =, 因而 5=w. 这 说 明 u 4479 ОСЕ) BUS ni. 


必要 性 。 gk € [k* ,k**3 使 得 mesG(ku(t) € Sy) 20, 完 
全 仿照 定理 2.1 必 要 性 (2) 的 作法 ， 可 造 出 U,， w, vw, m= 


了 Ww Rn | Mavctydt = | M(kw(t))dt。 于 是 
G G . ñ ` 
_1 
ДЕ PESE nf Mae» ar] 


EEs] IN мита | = ETE, 
TESK 11. uL ) 的 端点 矛盾 。 


(O E 2.4 е зЗ XEM QUO PR is. 
.证 充分 性 由 定理 2.3 立 即 可 得 . 今 证 必要 狂 . 车 M(wu) 非 严格 
UNE Eu, E Sye RE, СС fg0-mesE, «mesG H NCp(C juo} 22 
mE c1. 再 取 u,> 0 使 得 Мерси ) mes (G\E, )>1. 然后 选 E, 
CGNE, 满足 
N(p(u,))mesE; = 1 -NGX |н] ))mesE, (2.5) 
für | 
k = pC [i4] > [u,| mesE, tipah mes; (2.6) 


AX wD- ol 


[| N[(p(ku(t))3dt 4, N(p( |н} 2247 +f NCp(u,)jdt=1 
G Е, р Е, ` 


(2.75 
从 而 据 定理 1.25 和 (2.6》 有 
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Mullu -| u(tp(ku(t))dt =p uol ) 一 wo| ol mesE, 


tps) -mesE, =1 


再 由 02.7) 和 定理 1.25 的 证 明 可 知 ju] = Cle peka, 
Mc KE Ck*,k**5.[H 
mesG(ku(t) Є Sy) z-mesE, >0 

由 定理 2.3，u 不 是 UGAD 的 端点 矛盾 。 

推论 2.1 (1) 对 任何 “>0， 天 可 赋 严 格 凸 Orlicz 范 数 
l + lay 使 它 满足 lin á < lu || Mis vr) іх a G€ Ly, 

(2 M(WE A, 时 Lj MET P RENE l: I Ma 
IERE BJ c SB ЭН E E. 

证 (O 由 定理 1.10、 定 理 1.30 和 定理 2.4 可 以 获 证 。(2》 ' 
可 由 定理 1.11、 定 理 1.30、 定 理 1.33、 定 理 2.2 和 定理 2.4 得 到 . 

2 一致 吊 入 -Ah 


定理 2.5 下 述 命题 等 价 
С) MGDO€ A, B. Mao 一 致 凸 


(2) Lj: п; 


(3) Lf k ву (m2) . 
Ш Су» 0» AE R0, жж 00 使 得 jgES 
Gao. AE EET LI E5 ansi i-o. p 0 


M (0) € As, 由 定理 1.34 таноо 158) н ан 


s 78 . 


| ex( L5 )«1 _ ё. 


h 


With, Ж u,>0 使 M(u,)mesG < e=- ° 由 于 


M(W) 一 致 山 ， 对 于 上 述 Ww 和 和 8， 存在 0720 使 得 ju- сетах 
€ [ul ‚ lv] )2>ғи, 时 | 

: t +u M(u) + M(v) 

м) - e) 


我 们 验证 9= 1507 满足 要 求 。 
对 任 给 J,gC€ S On), (158), 记 


G, = G(max( 上 ft) , |g(t)| )<u,) 
G,-G(MOGOD —g(t)| «emaxt lf(t)| , lgCo i») 
С, = С |701) - gC| zemax( |f(t)| , lgco| 02220) 


因 2= 5.1, HH G, 的 定义 有 


| Í. M (1) а a< | w( PRELEZ] i0 ys | 


xe 
n n 


于 是 


MIO» 7 MiC»D dt =£ z Touti) tpylg)] = € QA 
2 797-0; #3 
| | M( COO - 860) ^ HR 
naf (25802 ar Mu ) mesG, + -可 | 
[Mac xen, 
Сз 2 


从 而 有 . 
| меа) +ме0)) gab 
G, P) “3 


联系 G3 和 0’ 的 定义 有 
. 79 . 


° 
- M t) + M t боолу А 
I G UG.: 
D | MOOD £ MOD. qr PEND Tour 1-6 
t à ` С, 8 
Сз 


(2) = (3) 79: —. 8; Banach 空间 的 结果 。 v 7 > 
(3) => (1) К-а МАБ, Ма E Ar 若 MOD 
非 一 致 凹 ， 则 存在 02-0, u, SORR ru, v RE fe, 0, сетах 


( VA , ГА ) 宇 eu。 使 得 


м) ) MM cou 


mesG<2 H. u,— 


n=1,2,... Juk Е, ME 2а = Мио 
0,220 对 所 有 天成 立 ， 因 此 时 有 uun W ' 


: 1 
M M — 
СМ(и,) + К (wa) loyi 


> и) А. = 2 
mesG Meu i mes : 2а 
于 是 存在 ССС 0 C mesG'*' <mesG H.. 


CM (u, y+ EM (w, X mese =a% 1 


. ` 1 
h + i 


这 里 w, = oy CC - Du, 3 ck lv dj (п. = пасове, z 0 
得 


M(d,)mesGNG'" -1- CM(u,) + kMOw,) JL. mesG* (2.9) 
记 C, = 2 mesG' БССР) 1 外 两 两 不 交 可 测 
г k+ 、 
子 集 { G ,ю®нёх 
k 1: 
xt") (t) = Ge © 


x t” (у=, à Mg (E) +u, XG qn (Dd eset (t> 


(n-1,2,-; ii1=23， k+1), H (2.9) Xd 
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. Bu GC T) = CLM) + kM(w,))C, + M(d, )mesGNG'" = 1 
ТЕД Ex? lan =1 (n'=1,2,..i=1,2,.. .k+1). ER (2.8) 
式 得 m 


ZEE PE x'P)esdeeDM(- Кулш je, + 


+ M(d,)mesGNG:"' 
= (k+ dM) + M(d,)mesGNG** 


=+ D - LJe, Mu) t мо.) + M(d, J)mesG\G'™ 
(2.10) 
X. di. (2.9) 和 Jensen 不 等 式 ' 


1- no + kM ( °° - 1и, + (К+ о", с, + 


2k 
3. 
Md, )mesGNG' " 
< (Мби,) + 5 CO - DM) + (k+ DM(Q,3)6, + 


+ M(d,)mesGNG'" 


Mu, ) Me, ) 


=(k+1)C, -+ M(d,)mesGNG*": (2.11) 


代入 (2.10) X, fH 
1 
hie 
| 1 
shi] | E 1; p x‘ ji AS (И-» оо ) 


今 取 0,20 使 得 П а,хсч у= 1, MAERA. 的 范 数 


ИЯ А, е, = 人 =12,…，)。 定 义工 上 上 上 有 界 
Seq 


2X ЖЕТЕ ER ; 


st =| Dagadt (X€ Lë > 
G ' ` 


Е у=! me12,-,;i-1,2,-,60. 455i 
1 1 ... 1 


gU HO gO (<t o gat (010) 


. » ° 
- ` е . 
.s ` . 


BEEKO ge) ... gx) | 


将 这 行列 式 的 每 一 列 依次 减 去 第 一 列 再 按 第 一 行 展开 ， 得 


(u,-w,)m,C, 0 0 et 0 
0 (u, —w,)a,C, 0 | tt 0 
А, = 
0 + O 0 + (u,—w,)a,C, | 


k 
=f о, -w P - [入 一 (и, -ъәа,С, | 


k 
= [E 1 и.а, | 
2k | 


又 由 (2.11) Яй (2.9) Xf 
(k+ 1)C M(u,)2>1— M(d,)mesGAG'" =a 


故 由 O—a<1 4 C (t. и„);>1 xm cti “>м (2) 


(nz1,2, e). x (3) 矛盾 。 
定理 2.6 下 列 说 法 等 价 
(1) MDEA, B. MaD- 
(2) Li 一致 山 ; 
(3) L% К-у (6222) 。 
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证 (1) = (2) 由 模 空 间 518 的 理论 ，| .1 与 | w 恰 为 
模范 数 和 相伴 范 数 ， 据 Andor181 的 一 般 原 理 ， 这 两 个 范 数 的 一 致 
由 性 是 等 价 的 ， 因 此 ， 由 定理 2.5 得 (1) = (DARA 也 可 以 应 
用 第 一 章 的 知识 直接 验证 之 )。 

(2) = (3) 是 无 需 验证 的 ,以 下 证 明 (3) > 0D. 
观察 引 理 1.1 的 证 明 ， 不 难看 出 nO EXC 0, u>, fF 
在 K>1 使 得 | 
p((d c 2)t) zKp(t) (tU) 
出 M(e) 是 一 致 凸 的 〈 事 实 上 ， 它 的 送 命 题 也 是 成 立 的 ) .因此 ， 
An MAE Soa, MWEE 2220, uku, 2и, 


pd +е)и„)<(1 + oa (R=1,2,..) (2.12) 


J G,C G 使 0<mesG<mesG Н. 
. 0<N(p(u,))mesG, <1 
再 取 G'"cG, 使 
1>CkN(p(uw))+ NO + 8,1 H mesG'"? 


2N,))mesG, f (2.13) 
于 是 可 选 w, 充分 大 及 PSCNC。 使 得 | 
CkN(Cp(Qu,)) + М№Ор((1 + е)и,) )) ku jmesG' ”› 
краю DmesF = 1 (2.14) 
id 
k, = Cku,p(u,) +p((1+ &)u, (1 + Eu) mesG* ud 
k+l 
+ p(w,)w,mesF, (2.15) 
3PXRG' ' 按 测度 等 分 为 K+ did. (С), REE 


i 1 
ens 一 , n 
хе) = p XGi»?» (f) +. k (1+ е)и, ХС (т) (1) + 


"n 


Q1 
= 


п 


м.ХЕ, (t) 


А | ` А 

. . 1 1 vit NES D 2.3 D 

(г) = уре!" (t) «o С 60и, citt On 1 
ji ` . . 


n n 


1 
X t 
k w,X F, (t) 


n 


(и = 1,2,6. i=2,3,.,Kk+ 1), ЖЕҢ (2.14) X i 


f N(p(k.x' P Vat=1 
G 
从 而 据 定理 1,25 及 式 (2.15) 有 


LM "i |x TC рок, кесэ. 


(n21,2,—, i 21,2, k* D) 


ji v,QCD = pau X; CO CD + pOw Xe, CD ,; M Wis (0.25 Gg, 
px, M 再 根据 (2.12), (2.15) 式 得 


ki | 
DP >f i Sixto, (t)dt 
i=} ИМ ck 1 i=j 
= 1 и р(и "La mesG Y + - кешр) L nescis 
k. " "k+l = k+l 
1 | 
+ qo w.p(w.)mesF, 
1 | 1 UC 
Е T fcu, pau) okt (L+ £)u,DCCl + 8)8,)3-—..: 
on 
° 1 mesGt™? + Tw p(w утезЕ } 
k+l k, ^ ^ " 
1 
= - —1 (п-» оо ) 
1 
1+. : 
n 
1 
fü С, = 


О uu bo. 
TOME mesG'"',g, = N (ст) -并 定义 гъ 


в, в 0х) -| x(t)m,XG (dt 


84 


(xC Lt) 


. 


则 容易 算出 [в a =1 (21,2,J95 i21,2,-,k): 将 这 
些 泛 函 连 同 PERAE. SIER 9 ITIR A Ж 再 
用 同样 的 计算 方法 ， 可 得 4A, = (su,z,C,)* 
回忆 (2.13) 式 
(k+1)N(p(1 + Eu, DC, =N (P OG) ymesG, 
联系 (1.11) , 便 知 
(к+1) (1 + е)и,р((1 + e)u,)C,2:N(p(uÍ))mesG,, 


anl n | | 
记 b-EXiC Nu. ) )mesGo， 上 式 即 为 w,C,p( (bee) u,) 


Сиа, = Си Ni 人 1 )> PN (c) 
n n n n t C pCG cr 6)u,) 


zy B 


C u,a, 
n| 


| 1 
penu]. 


àv nn 


p C, пп ~ 1 
-NO + e)u,))> NM Jr 
联系 式 Q.13) , EFJ 


1 Сиа, 2 1 


NENNEN 
Tb C CGNOGUFO) 全 
TES M E 311 


= (eu,a,C oz» (eb) 0 


xx 6) ЯМ. 
M(u)E A， 可 由 (3) 蕴涵 自 反 立即 得 出 。… 
$3 局 部 一 致 蜂 ， 弱 局 部 一 致 凸 和 中 点 局 部 一 致 王 
定理 2.7 下 述 命题 等 价 


. 85 a 


(1) Ma)E A, НМ(и) ў git is 
(2) Ln 局 部 一 致 凸 


(3) Lo 35 Je) b — ic l 
(4) Lis kg Жи; 


(5) Lon FER ho 


证 ”由 定理 2.2 和 --- 般 Banach 2s 空间 各 种 同性 的 蕴涵 关系 ， 我 
们 只 须 证 明 C) = (2). 


X+y, ' 
对 任 给 x,y,C S(L t) 2 (n=1,2,*++) ‚ЖЕН =. 


anp 全 


1 时 必 有 | x-y, il an >In). Eml AME 1.35, Ай 


证 明 py( 兰 32 ) 一 >1 时 必 有 v, mco mo. 


用 反 证 法 。 不 妨 假 定 对 一 切 n 有 
f mesG( |x(t) —У„(1)] 2200) 22е, 
其 中 oo， 5 为 正常 数 〈 否 则 可 选 子 列 ) l K-M^(2), ， 则 对 
任何 изар), MEAL (D 


1 -| M(u(t))dt— | M(u(t))dt 
e бе (I) >E) 


—M(K)mesG( luct)| >K) = a mesG( |u(t)| >K) 
或 mesG( ји] >K) <h. 命 


G, - G( |x(t)| <K; |y,(t)| EK; xt) —y,(t)| >c,) 


DU | 
mesG, >mesG x(t) —y,(t)| 20) — mesG( |x(t)| >K) 
|. 86 o 


I 1 1 
- mesG( {у„(1)| >K) >E, — -a Eo — — Eo = -0 
回顾 定理 1.2， 对 上 述 K，so>>0， 存 在 0>0 使 得 dl <K, |р <K， 
ju- v| =e BFR 


и+ї M(u) + M(v) 


ox (£5?) a - f. MO + MOS) dt 


ñ | MODEMOD di 
єє, 


1 М М 
= -y Cpu CX) +pu(y,)J) - | E DEM QuOD а 


126 (м хс KC yet 


E: 


<1 -3M (-2-) mesG, <1 -дм( F 


与 题 设 о( 252) um. 
由 定理 1.11， 定 理 2.4 和 定理 2.7 可 得 | 
推论 2.2 M(u) € A, Lap ВРА Xs FE. Jt ja 7» [aj 
严格 凸 的 等 价 Luxemburg 范 数 。 | и 
Ы EMD, ГАО Е ЧА ЕЗЕН, и, 的 强 些 。 
定理 2.8 下 述 命 题 等 价 
(1) Ly 局 部 一 致 山 ， 
(2) Li 能 局 部 一 致 目 ; 
(3) MWE A, | V, E M(u) иц. 
证 G = (2) 显然 。 


(C) = (3) 由 定理 2.4 知 Mrz) 严格 凸 ,车 MUECA., 
则 存在 ^e bi VE. E XC 


(COD po <и 
x,(t) = j 
‚ ДА 0, ps >n 
MU x, CE, (n-1, 2 "Н | x, Hu ] xo N м (поо). ATEA 


х, 1 
| jz lx, EN lw |, >( || x, PE || Xo i) 


° lx, | м» 2 


(90.53 —JHili, 因 x,€ Ey, FE $€ CL )* 使 得 (Ey) = 
0 fHóCx,) +0. суа. 


人 = 009) м0 IN 
* Qi PEE 2 ху ҮҮ? Geo) 
与 (2) FR. 


AR M(u)€ vs， 那么 存在 正 数 列 ofieo 和 G 的 一 个 两 两 不 
Ж 可 测 子 集 列 {TGujis “4 使得: 
1 


N ((1+ 1 за) 20а), NeaomesG, => 


H ES GN U OEWER (n =1,2,...), 因此 对 每 一 H 然 
A no 


PNfa， хс. ) - Aa 十 -一 一 lya „АС̧ „22р (а, XGa ) = 1 


MAI i y :的 定义 ，。 1> la, KGa Dam d. 


记 c=N-:( 


i 
C = -1( 7. A 
mesE ),е, N eua „Үү 


„‹ту=С„ХЕ(Ф)+а„Хс„(1) 


à oes oc 
那么 CifC (nm->co),pxv(Cxz) =1 іж СХА. -1 B 


ру(®„)  N(C,) = mesE + М№(а,)теѕс = 1 — ы + 2e zl 


Жао 10 =1,2,.…). 据 定理 1.36, 必 有 x, x, ESCL )， 
Xy (t) =x,(t)X£(t), x,(t) =x,(t)X G. Go 
1= J CXg ll on = |, CXg(E)xyCt)dt = [eoa 
n | 
1 
14-1. 
n 


< | a, XG a || (N) = | ae. (t)x,(t)dt 


= n a,x,Ct)dt 
(п 21,2,-).- FE 


\х+х, l >| сс +, cov coat 
=с,] x, (Cdi +a,| x, Ct)dt 
E Ga Ë 


=>" + 4 ——2 (n= со) 


B. | | БО 
. f. Xs CO GR (t) = x, Idt = | x, (dt = 1 0 
G E с 


也 与 (2) 矛盾 。 | 
在 验证 C > (D 之 前 ， 我 们 先 介绍 一 个 辅助 命题 。 
引 理 2.1 EMOD PM xy. ELE — 

(1= 1х, Il a =- CE ру(К„х„)) 


1 (п = 1,2) (2.16) 


. 1 
【1 = il y, | + = Pu + py (R,y,)2 


且 {pu (k.x,),pu(h,y,) ) 221 Tj t Wd, 那么 il Xn + У, ү 172 时 


RA kx, (t) S Ry C) — 0 (поо) 


引 理 的 证 明 用 反 证 法 。 不 妨 设 对 一 切 n di 
mesG( |k.x, (t) —h y, (D| 26; )>e, 


其 中 o,e, 为 二 正常 数 . 记 玉 = (RE) 


G, = GC |k.x;(t)| Ks Buy, CO | K; lex, CO — huy CO|[ ZG.) 


类 似 定理 2.7 的 证 明 ， 容 易 计 算出 mes, >E (On 1,2,).. 
由 (2.16) 式 ， 1<k,,kR,=<1-+ d, 因此 
0< 1 < h, < h, < h, «ltd «1 


2+d ~ һ+1+а h +k, h,+1 2+d 


1 -< k, < k, E. k, - < 1 td 24 


0. n 
2+d ^k,*14d ` k +h, h +1  2-d 


1 


REMIS, {ЛЕ 00 使 得 对 所 有 wv 以 及 aes 


1+4 А ; S" 
ү], дажы к, w «E, - >т, d 


M(au + (1 —a)v) xz (1 —Ó) CaM(u) + (1 -a)MQUDOJ 


h _ А 
于 是 注意 到 K Ç +h, ent 即 得 
k,+h И 
TES POLICE; YR, x, (t), KODE 


kith, ' 
«бакас df I -FT M(k,x, (t0) + 


k, ; 
we 


k 


n 


h, 
+ f [= + h, 
а 


cu + pu (k,x,)] m os | 


y lar} 
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-f | + Ma, x,(t))+- СЕКОЕ 


2-284 Ly j. 22 (t) 一 zay ja: 


ee 
ERN || x, + y, ПЖ 
现在 证 用 (3) = Q). 我 们 须 说 明 对 任意 的 x， х„Є5(1 ) 
(n=1,2,..), [х„+х, [| м->2 RR | x,- x | rmm Om c0) jk 
等 价 于 说 ， 对 任意 xot ESY ) m=1,2,..), | x,+x |м 
2 时 ，{X。} 必 含有 一 子 列 依 范 数目 * | кай Tx. 
取 kl 使 得 
L= lx, lusg [ree р] m=0,1,2,.) @.17) 


出 定理 1.28，{ksj su 和 有 界 ， 因 而 由 (2.17) p {Pukak} H 
Wb. RIIM., d Кх, (09—200) (поо) Ж Ж П 
能 够 说 明 {k,} сд k, КК, m, 则 由 (2.17)， 
py (hnixn) = Ка c lon, -1=pylkoxo)。 于 是 由 定理 ,1,35， 
хн -koxo | ar0Ci 一 co)、 再 利用 Kakos WIR 1 ха, – 
xs |l um. (i->o0)。 从 而 定理 的 证 明 便 洁 完成 。 

对 任 给 620, ИМО) Ev,， 存 在 o>>0 和 s >O олбо) a 
AW lu | озеро) 1 - aiii lv | os 1 227. У Ми) 
€ 4:， 出 定理 1.22， 存 相 07-0 使 得 FCG，mesF<0 RJ llieoXrllu 

| | | | 


<min{e’, =}. 
k. 


S kx GO xS CO (mn— co), HH Riesz 定 定 理 ， Чк„х, 
(ЮУ УЙ АЛЕ Abb Ole koxt), BAHIA (06x, Ct) 记 这 
-个 几乎 处 处 收 敏 子 列 ， 则 存在 G, G, mesG,-— o (kx, Ct)) 
EGG, р во Кух). 

Б хо 1-2, ТАБ v ESO E 


| KX. CE) + x (t)Ju, (t)dft—2 (п->оо) 
G 


° 91 .. 


由 此 立即 可 知 
| x.(t)u,(t)dt—1; Í x (t)u, (t)dt—1 
G G 


Cn-=co) 因此， 存在 N>0 使 
j x (t)u,(t)dt—>1- e | (n> N) 
进而 由 Holder RER, пй S -— 
пеј, cov coat = j x (t)u,(t)dt + | x (t)u,(t)dt- 
Е: 


6x6 бе 
< |x, lu осле lao + 1 охоо Fac M оола Tan +e 
回忆 a 和 /的 选 法 ， Apa (u,x xa 21 a, 因而 
pv(UXey)=pw(u) — p (u,Xc e )<l1- (1—a)= а 
故 得 [лее | a 6I ND. TÆ n>N 时 
| Í x (tyu,(t)dt 一 1 | 
G 


-| Eso 


GN Go 


k 
ie 0 


+Í ko x (tu, (dt — 1 
ck 


o x (t)Ju,(t)dt | 


n 


‚ _ k 
+ j. Cx, (t) K 


>| | cx, (t) - Ke xo (30, (Ddi + Fo [ricos coa -1| 


GN Gs M 


k | 、 
— | о,Хсо li oen — к. - W x ZG, Ilar 


: 1 k 
4 поо, 注意 到 || v,XGe || e <, | x xG, lar geo E 


以 及 {К„х„()} 在 GNG。 上 的 一 致 收敛 性 ， 得 
LÀ 92 Ф 


0 lim Fei | -2e 


Neo n 


故而 出 :的 任意 性 得 到 kk, (n>), 
TESNEL, 的 中 点 局 部 一 致电 性 。 
引 理 2.2 设 xx ELE Q-1,2,—), худ, (x) Е, 
KAF ЖА, 
CD 存在 a>0, 02-0 使 对 所 有 充分 大 的 k 有 
mesG( Ix,(t)| >a) >e (2.18) 
C) 如果 (pos 满足 ПА, duos Сри), Ж 


么 {K,} 有 界 ， 
©) dn MDEA, Н Mu) 是 严格 西 的 ， 那 么 1х, Iar 


> По П х, хо [м0 песо). 


证 С) T X, "TR efe B0 ЕТС pe CO] zB) 


的 测度 6 汪 0. 选 整数 n, 使 2"。 则 xs 有 子 
З] (х, | 
mesG'( |x, (t)| zm Ву Д (и = 1,2...) 


记 F= U GO COO 32, М тезе, — 是 对 所 有 


(CONF 有 pas CO| <-#- m= Ben. SEXO Xe CO 
Signx,(t), WZvCE,HE XE BUE SR3 n 有 
| | aC xe Jat i= "M x, CO] dt 
-for Xk,(t)signx, (t)dt >BmesE\F ~ 8. mes E\ F> 
> 5 . $ 
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Six Б-КЕ ЛОН. 
(2) 视 {x,} 为 BEw 上 的 有 界线 性 泛 国 ， 那 么 {x.) E.- g 
化 ,实际 上 就 是 w* 收 敛 ， 因 此 ，{ 和 x, || ТАЖ 3. Ж а>0 
< 全 0 满足 (2.18) > y 
l| x, dum i. | М(Кх„(ї))аї 
G(|xntt) >a) f 
> " - M(k,a)mesG( |x, CO] >a) >E моба) 


"n 


ма) 


УЛЭ K Bn Уг. Е исо 时 一 一 一 一 co， 便 知 {K,} 必 


为 有 界 集 。 | | 

З) ЖАРЕ, х, Ды Hx Ma =l ‘4= Nn 
HOO , (S, HL BE c wt, юж! Hx. tx рм 
—-2] x,] у= 2o) Bb, 82.1, k x CO ka NA 
(n>090)% 同 于 定理 2.8 中 (Зу => (1) 的 证 明 ， 我 们 只 要 说 明 k; 


Ко, E | x, х, || —9 (n—co), 
对 给 定 £70, 选 vC Ех, pu O0 < 使 


f. xolt vt)dt 1-2 (2.19) 
G 
则 n 充分 大 时 有 


` 


f. x (tv(t)dt >l -€ 
Hb 的 范 数 的 绝对 连续 性 ， 存 在 6 之 0 使 ECG， mesE<<6 时 
[сос а Lots | on ` | 2.20) 
Bak x (> k. oža (1) (n=), 我 们 可 选 E, OG 使 得 mes 
E, oH n JEU | 


х, GO — ex COL < (t€ GNE 3 
[ыу ©“ 


ЖН, АУЛ SEAEX нуи, m Holders 65 5X 43 
. 04 2 


| xlt u tdt < [ OE? (шй те 
| @ I GNE. ` i 


+ Па, 0 cs me M xo |l art 22 t 26 


Кра 1 
iH 的 任意 性 ， 知 Lm 


3j—Jjiüi, Hi (2.19) 、 (2.20) , n 充分 大 时 有 
(t)u(t)| di ~€ 


>l, 


i> | Ix, Du dt > | 
3 GNE. " 


k. . 
= °. (1-— 2e)- 
= к, ( е) E 


lim ka 
Wi.T,t «1. 综合 之 ， 得 limk。= К, 引 理 得 证 ， 


定理 2.91; 中 点 局 部 一 致 凸 的 充 要 条 件 是 M(u) G A, H. 
M(u) 61. 


证 守信 让 我 大明 人 ER д oL ESL дл), 
15E 95 а |60 (поо), (х, (P PAMET 列 m). 
{Yne uB e || xn, -yni | иб (поо) . 

BART 2s IRL IO 3k 8822 ару A eR лер 8), LOS (y) 
RAHTI ха), (уп En- WERT x^, ЄЛ. 于 是 


(та е, зки AF У. ,再 由 { -2 rt: "Jis, 


可 见 1 sz ETLE, x =y = zx 于 是 由 引 理 


2.2, WA ll xs. z | 0, Унь 210 u--0 (n=). Bil sf 


ua Í| Xn, 
即 可 得 | Жи Ynk o» 0 (u>). 
" p : . 


UM 


必要 性 。 由 定理 2.4， M Gu) PE uE: 4622 Dig MC) CA ， 
则 存在 u, оо (к-не) © 的 一 列 两 两 不 交 子 集 {G4} 使 得 


1 
M(G1+ ju, ) 2! Mau); M(u,)mesG, = з, (2.21) 
(К= 1,2,6). Wg k MEG АВ 20 — 26 T SEG OST 
然后 定义 
со 1 oo 
z(t)= pw xG Ct +— 2 u XG”, (t) 
= -1 


AD a-i | 
х„( = 2 uL XG’ kCt) 十 - y XGO 
一 1 


-1 


co А 1 n-i КА e КУ 
y,C(t) = SY и„Хс (0) + 了 2 u,XG, (t) 十 SXiwXG. (t) 
El =i ` к=з 


(nz 1,2,-). 容易 看 出 Z, X, y,€ Ly, go E Vx, 1 м 
< 121, BN х,у, м2 х, У, Поб (= 1,2,5)0. € 
DIET A MP PESE 定理 便 告 证 毕 .。 

m k fE 

pz gm + pu (ka) = = + eX M (ku,) mesG,,' 


i=l 


oo 


* \ MC ku) mesG," «oo. 


to. 


1 


. 1 < А 
е0, п 充分 大 时 之 M(ku,)mesG,' <c. 注意 


mesG;,/ = mesG," 充分 大 时 便 有 | 


, ‚ 1 
lz á < Wy, d м=- 0 + pu (ky,)3 


1 1 = 1 tt ; 1 

= ok M i Lu cd " 
doe монон, + LE M( z ames, 
十 a M(ku;)mesG,' < || z || w+e 


ВП у. [м 121 (c9). 
54 H 性 质 和 H 严 格 凸 

ЖЯ, (р>) АЯН, ЕНН ?之 2 和 p<2 而 
依赖 于 两 个 不 同 的 巧妙 不 等 式 C81, 这 种 证 明 方 法 不 DE SE: 
orlicz 空 间 。 本 节 将 用 完全 不 同 的 技巧 给 出 Orliez 空 间 具 有 HI 性质 
SES PUB © 

引 理 2.5 如 果 MOTA, MEL d$ 成都 不 具有 HH 性质。 

证 A M(w)EA,， 存 在 数列 {us} 和 G 的 一 列 两 两 不 交 子 集 
{Gj} 使 得 (2.21) зг. 定义 


“COD = Euuxg (t; x,GO= Ухаа) -UX e CO 


n-i,2,-. BA xl uo x lus Кор lx lon (G1. 
2,9). 


对 任 给 JE OD. 将 f 按 (1.51) 分 NUS f= оф 


XpHg—n, x(t) -x,00) 22u,XG, (1) € E, 处 处 收敛 于 零 而 且 
Ix -x,(o3vo(t)] < xt(v(t)) +€ G | 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 


fíix-x,) = | Ex(t)-x,(t)3u(t)dt—0 (n—co) 
G 


ИП x .一 >x (ñ—- oo), 


另 一 方面 ， 在 定理 2.8 的 (2) = (Зу 证 明 中 ， 我 们 已 估算 


1 
El 1° 因而 
1+ | 


(п->со). WE, LES LO tHE . 
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5I 2.4 对 任何 G 中 有 界 闲 集 E, ##EEBy ТЖ Е, 
E," 使 E= E UE,”, теѕЕ, = msE," (п -=1,2,...) Н. ХИ (р 


EL" EG vt) 有 


limf о(1) СХЕ! (1) - XE,” (t)Ddt = 0 (2.22) 
证 选 E 的 一 асия ас, Ан 为 非 零 集 ) n 
Ua = (268: р 2 n? (nsk= 1,2,+) 


п, к, HUN 0 ш; 《约定 ДЬ, U,,; =) 按 测度 等 分 为 


不 交 学 集 E' пок? Eus Ж 2 后 定义 
=y E’ psn $ E," = U E,” ,, 
-1 


k=1 


则 E, SE, HK, E= E, UE, 以 及 mesE, =mesE,”, 
(n-1,2,--). 
对 任 给 E 上 可 积 函数 u(t) 和 e>>0， 选 E 上 连续 函数 &(t) 使 得 


| 1000) -g(t)| dt < 5 
Чес) 于 B 上 一 致 连续 ， 所 以 存在 6>0 使 

| sc -gc | < 
对 所 有 满足 [ti tal <9 HR CE RA E у, k>1, 
th € E. UE, Eo tb < <a. n-- 3- 时 


|a c) xs ood 
G 


EJ оса -golar + ||... воа: |. ә, ОФ 
E 


в < , КА E M. == 
«e X as [овоа |< 5 + 5 £ 
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HJ (2.22) 成 立 。 : 4 
引 理 2.5 如 果 Mao JEFF, ШТ, 5L 均 不 H. 有 
Hg. 
证 ”由 条 件 ， 存 在 a0, ь>0 е0 使 a<b 且 在 Ca - 
b+e] 5 M(u) 为 线性 ， 
M(u)-Au-cB, uc ta-e,b-ej 
XX ECG 使 0-mesE-mesG Н. 


M(*; P)mesE«!,  N(A)mesE-! . 


.对 此 E， 选 E.', E,” WEBE 2.4 的 所 有 条 件 (n=1,2,…). 定 
x . Qe Е 
1 аз» 


— Мм: E 
C-M [ec 1-м‹ 


) mesg) | 


u,(t)=aXg,(t)+bXg i (t) СхсЕСЧ) -> 


+b "E 
ато Xu) Xo RC) 


u(t)- 5 


п 21,2... ж MOMO) Mca) + Mb) - (^2. Ja c 的 选 法 


容易 计算 出 px) =рм(и) =1, FW Mu, LE мэ = ТЫ: 
(n=1,2,.)。 i 

对 任何 JE (Lk )*， 了 有 0.5D 的 分 解 ， [= о+ф. ии, 
€ Ey, H (2.22) 


fu -и,) = | cuc —u,(t)Ju(t)dt 


= рта | veas; (t) - XE, (t23df—0 
2 “ç | wr 


故 —u (п-»оо). PH lu; =и d ue = b-a jl Xe П > 0 
BI Lty, НЕ. 
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现在 考虑 LIS N(A)mesE<1， 故 存在 Ko 之 ?及 ECGNE 

使 E 
NCA)mesE + N(p(k,))mesF = 1 

定义 | 


2k, (b a a)XgCt) + Хк(%) 


х.) дев (t) + рені (tD + 00) 
D 0 


(п =1,2,…)。 注 意 在 [ap 上 恒 有 рош) = Ми) = A, Eu 
| Noddi = | Nax, (tdt -1 
于 是 由 定理 1.25 
хм = | conosco» =È x (parát =| x lu 


m =1,2,.). R 11 情形 ， 可 得 x 一 >x (n 一 co)。 联系 
lx, х а= act хе Mao, BER жн}. 


定理 2.10 下 述 命 题 等 价 
0) М(и)Є As 且 M(w) 严 格 山 ， 
(2) Lu, 具有 HH 性 质 ， 


(3) Ly 具有 H 性 质 ， 
(4) Lf 是 五 严格 凸 的 
C) Li 互 严格 凸 的 。、 


证 ”出 定理 2.7， (D = (00 = C) ,再 由 引 理 2.3 和 引 理 
2.5, @ = (D, (5) = (3) = (1) 。 再 由 定理 2.4 和 引 
理 2,2 之 (3) ， 即 可 得 (D > (5) 的 证 明 。 | 


7 $5 弦 一 致 凸 和 各 向 一 致 凸 
定理 2.11 Li 弱 一 致 凸 的 充 要 条 件 是 MO € A, NV: H. 


e 100. 


IM u) 严格 出。 
ШЕ НЕ, ў, Bh. h EM., Mu) EA H Mu) 
еН. PLH 2628 1.46, Lip 是 弱 序 列 完 备 的 ,联系 定理 0.25, 
Los B, ПМ) € v; | 


充分 性 BE x, Yn ESCL Q-1,2,-0,. |х, жу, d on 
-一 2 《nco)。 仿 照 定 理 2.7 中 (1) = (2) 的 证 明 可 得 xu,(t) 一 
э„(1)—>0(п-»со). 
对 任 给 了 =v+ 8E (Ly)* WELK 629 SEHE ERO, МСИ) 
EA NV: ЁК 6-06, uC Ey. 从 而 对 于 任何 e>0， 存 在 6>0 使 


Ф теѕЕ ди || ох, |l <e. FPH, X, - y, (0 —— 9 (п->со) W 
知 存 在 G,CG;mseG,<6 使 得 rn 充分 大 时 


_ L E mE 
I CO c» уллу velis 
于 是 由 Halder 不 等 式 ， 当 mn 充分 大 时 有 
- | f(xX, 3509 | ef eco v coco 


(t€ GNG,) 


= cc, le UO —y,(t)| * 1000) [dt + || Х.У, ll on Похс, | ç 
«< р+ 22е = Зе 


HD x,-y,—0 (1-902). 


定理 2.12 LIL% 弱 一 致 山 的 充 要 条 件 是 MGuy—#e B. MG», 
€ A 

证 只 须 证 必要 性 , 设 蔽 59—50. h ER 2.8, MOD CA, 
Qv,H.M(u) 61. 6 a0 和 AC G4 0<mes4 一 mesG Н. 


N(p(a)) mesA = 是 一 致 同 的 ， 则 存在 eL9,.u, 
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>0Ku,Z=u, 使 (2.12) 成 立 . 因 MW) 是 严格 山 的 ， кя ч. Meli 
оо m=) . РАЛУ —UmÉ N (p(u,))mesGNA Z= , 


从 而 可 选 CCGA 使 NCpGe))mesG。= -y ja 


k, = (1+ 2)и,р((1 + &)u,)mesG, +ар(а)теѕА 


h, -u,p(u,)mesG, - ap(a)mesA 
定义 | 


1: t 1 КС 
5.00 = k, n tog 9X4O00 


n 


Y, (t) = 


Е. u XC, Ct) + ахас) 


h, 


n=1,2,... RIERA, y, MA, + yE 


j N (p(k,x, (t)))dt > | N(p(h,y,(t)))dt 
[e] C . 


= N(p(u,))mesG, + N(p(a))mesA =- > t, -=I 


Ш 〈2.12) 式 、 定 理 1.25 及 Young 不 等 式 有 
ll y, || = y, COPI, G))di = 1 


G 


ll, lug CE КАЯ 


| 
Е Nod, (т): + | Ms, Code] 


n 二 1,2,--. X MODO € V;, 存在 K>2 使 N(2u) < KN(u) 对 所 
KVSP SIRA. HA NCU) 的 四 性 得 mE 
gh, | 
+h, Ж 


м (ү (Rt п) [eCG 
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«NUI teu) NCO + p) 
1 1 | 

Im 1 一 

<( п ) мос) + N(2p(u,)) | 


<N (Qu) +-Кмрси,)) 


{ 
н 


j ЕБЕ 56d А Ле 

RCR 人 二) т, 
+м|р (= th, G th, D 
E EJ Normes, < Nec mcsh ] 
1.6 | 
这 表明 | 

[teris “өрө Jaa 

1+. пъ й. 
n 


Adr H + | 的 定义 和 Fa 的 选取 


从 


= 


x. +y, | >f x (t)+y,(t) 1 
M 


EE DO 1 fk +h (1+e) 


k, +h TES Fkh, 


k,+h 


u, p(u,)mesG, + DEA. 'ap(aymesA] 
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= — Í| Z upu, mese, tx p(a)mesA ] 
2(1+ -一 -) ^ n 
n ` 
+[ 1 u,p(u,)mesG +F¥ !p(a)mesA |) 
h, n n n h, . 
1 Fic 
之 eI- o- Wp +e)u,)mesG, 
K 1 il k n n n. 
2 _ _ " 
(1+ п )G + n ) 
+ 3 p(a)mesA| + 1} 
1 Р 
=. НОТА 一 一 >1 (п->сс) 
К 1 
1+ — LL. 
Ge) 
最 后 , 因 


u,p(u,)mesG,=<q(p(u,))p(u,)mesG, 
=< N(2p(u,))mesG, <KN(p(u,))mesG, = Е -K 


所 以 ; 
| k.=< (1 + e) (1 +. 2 Jup (u, mesG, + ap(a)mesA. 


= (1+е)К + ар(а)те<$А 2 b 


因而 


一 X: (t> _ 1 1 
КС 2 етту ЧОИ К 


n 


а +e)u,D((1+e)u,) -u,p (u) |mesc, 


n'n 


> peup стеб, | DN (p(u,))mesG, = эр: 

(п =1,2,›). ZEH — x, NAE Sg I SP ЗН), LI ias 
ЕН. 

e 104 。 


定理 2.13 Lj, dm — Sx XR {fF Æ MDEA H 
Mu) ЧН. 
证 由 定理 2.2 知 条 件 必要 , 今 证 充分 性 . 设 z,x, € Lx, 


n i ' | 1 
il x, i! in = 1, | x, + z || anl (п=1,2...), [| x, t-z Z | CM» 


—1 (co)， 须 证 2-0. 命 y, =x, +z (n=1,2,…) ,仿照 
定理 2.7 中 05) = (2) 的 证 明 ， 可 证 zt) =y,(t) —x, (t) 20, 
IS E z -B, | 

定理 2.14 +; M(u) G€ A, Н Mu) 严格 h, WM Lon Aw 


向 一 致 西 的 。 
证 REETH, MA z.X,C Ly. z360, |х, у= 1 
Ëx +z| <l (п=1, 2,.)›Ң | x+ 了 jul (n=). 
首先 ,我 们 说 明 {x,} 含 一 子 列 依 测度 收敛 于 az (0) (a 为 一 常数 ) 
如 果 {x,} 或 {x,+z)} 含 子 列 依 测度 收 化 于 零 ， 则 可 选 a= 0 或 4=1~ 
如 果 不 是 这 样 ， 那 么 由 lim МОО = oo 可 知 (Kuh) 2 是 一 有 界 
36, X Mk, h E 


1 
1 = || x, | м = k [1 + ру dx.) | 
, 1 . 
lzjx-z [нок 20] 


已 =1，2,…)。 类 似 引 理 2.1 的 证 明 ， 可 知 

k,x, (t) —h, Ux, (t)  z(t)3.5,0 
MAk AR. HPA 9] Ks 0 有 和 HEn;}， 并 设 其 极限 分 别 为 下 
Fika, 则 有 有 


6 A, 
Xn;(1)—» 


k, -h, 


z(t) (i— co) 
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(209 gd Ko 三 jio)。 f | 
其 次 ， 我 们 不 妨 假定 ac (ЄЙ, 我们 在 下 面 的 讨论 中 以 
x, + Zz 代 将 x,), 因 依 测度 收 全 的 隧 数 列 含有 几乎 处 处 收 合子 列 , 故 
AEG (CO). 几乎 处 处 收敛 于 az(t) ,由 于 M(W) € A. ,p..(az)> 


0, 所 以 存在 8>>0 和 6>0 使 得 | 、 Mcazctoatz- BR. | агк, | < 
B xp ЕЛ ДЕ mese <ie GRA. H Hxc 一 > az(t) 可 知 


存在 G6, 乞 G 使 mesG。, 0 HÆ GAG, F Ix. tt) 一致 收 伐 于 az(Ct)。 
丝 外 ， 我 们 还 可 以 选取 上 述 С, 使 得 az EGG, ая. M 
Kk,>1, E | | 


I= dx dau 


k 


n 


[1 + IP M(k,x, COOdt 


4 "m M(k,x,Ct)odt | 


= xsxXGolly+ | Мох, с): 
` GN Go 


注意 到 {x,(t)} 在 G\G， 上 的 一 致 收敛 性 ， 令 поо, fü 


im |х, la <1- | Mezcq5a6<1-8 
ui єс» 


NE 1 ñ 
最 后 ， 因 || Xat- y? | u->l ^ (192, 存在 vCcLg&, 
pxl (т=1,2,,.){# 1% 
{кх + Sort v(t dt—>1(n-o0) 
G 
由 此 立即 可 知 
| xv Ddi; | a+ «ooo, codt-nt (noo) 
G G 
Ux 
J zcv саго (n>) 
G 
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由 于 lim | x.x G, || м <1- ВЖ © 
xcov cod | ov. codt + |x. XG, ls 
6 : GN Go š i 
令 п-»с2, HL (X, CO HEGNG, EUSE, 543 
lm | azetyo,Ctdt = lim x,COv,COdt 


[goo E "ao 


G\ Ga GNG, 
—1i-(1-8-8 
于 是 有 了 矛盾 ; 
0=lim| az(t)o,(t)dt = lim Í az(t)u,(t)dt 
G G\Go 


- f azXc, 28 --2- =8 


这 一 矛盾 使 定理 获 证 。 
注 ， 在 定理 2.14 的 证 明 中 M(w) C 4; 的 条 件 被 用 来 说 明 lim 


mes 2-С 


{ zXg 1 = 0. 但 有 例子 [le 表明 、A, 条 件 不 是 必要 的 。 到 目前 为 
止 ， 还 未 见 有 人 给 出 成 各 向 一 致 是 的 判别 准则 。 


$6 Ж Ж 性 


”定理 2.15 Emu, 光滑 的 充 要 条 件 是 PLU) 连续, 此 时 WE Ev 的 
支撑 泛 函 为 


ти м e wl on 
(u2c0) (2.23) 
WE іХ pao 连续 时 Eon Еа |н] LX PX. JA df A 


E. G + : 
BC Ep Си) I ES a CoD TE SED [Н] Со, u ERU (A0 
> 107 a. 


取 a> 和 G 的 两 个 不 交 子 集 C,G: 使 nesGi>>0 H 
M(q(a))mesG, + M(A)mesG, = 1 
将 G1 按 测度 等 分 为 E，F 二 集 ， 并 定义 
u(t) =AXG,(1)+q(a)XG,(t) 
Wi(t) 2 UXg(D) +o, Xp(t)+ ас (t) 
Walt) =®,Хк(1) + VXE(t) + aXG,(t) 
W] “СЕ, Н. lulan =1, музи, ЖЩ 400) = A, ЖШ 


| Maeser = | масдаг=1  G=1,2) 
d JG 
因此 由 定理 1.25 | 
= ми) =Í wa) (м, Ct) dt 
с {мк 2 


w(t) 
二 — Ut)dt 
|. lw. lz 


(i =1,2). 这 说 明 u 的 支撑 泛 函 不 唯一 ， 即 Еи, ЭН» 
А KE Еси, из, УСЕ ТА АОС LN 为 wu 的 支撑 泛 
үй, 101 5=1 H. | 
july on =| носа =f juvat 


取 k>1 使 六 Cl+pv(ko= [ol s zl, HI 


1+ py (kv) =f- QUOD. кетуй: 


dul an 


«f. u(-. D. | u(t) Jat | Navat 


и lb on 


Ф1+рџ(ко) 


由 此 可 见 | 
| [м (тит ue) Nee) ~ E koc |at =0 


и || (м, Пи ETT 
据 Young ЖА. LIXMOBUEEdE fA, BUG 
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M( C Y Neku ee HOD kua) = 
( [а | —) ( = ju l] an 


WWW ER (1.11) 的 二 式 相同 ， 放 由 上 式 得 


k|u(t)|] ase p GR ) 


Iu l| us 
于 是 
к= (| росе) [ае = 18601 IuCO уд: 
Пы”! NL heu) 


:结合 这 二 式 并 广 意 u(t)vct) ese ut)uct)1 即 得 (2。 23). 


定理 2.16 ”By 光滑 的 充 要 条 件 是 DOO 连续 . 此 时 u€ Ew 
Сиз 0) ËJ ЗСТ ER E | 


| ve p(k- ia signu(t) (2.24) 
нка 1= 去 | 1 "d -т= УГ 
证 ”必要 性 . 若 рч) 不 连续 ， 仿 定理 2.15 的 证 Hj, u MJ 


y TU 
造 V1,V, C E. s Ui Rs, ex( 2 


ы Ау =ру(®,) = pn(v;)=1 并 


Н. vv: 最 多 只 取 四 个 不 同 值 。 由 定理 1.44, 存在 梯形 销 数 
aaESCEr) 使 得 


1- | | -| UDF 9:0 шу 
由 此 立即 可 得 
1= ul "IN v,COucodt «| v.Ct)uct)dt 
与 Bv 的 光滑 性 矛盾 。 


充分 性 .对 &E Ем, иж0, W kol 满足 定理 的 条 件 . 对 任 何 
v ESLa ) 有 
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| u(t)u,(t)dt = | ular . a (i 21,2) 
C 


TEMP -| k С) vt)dt 

ex( ЕЕ! с llulla 

«їр (®,) + p [ к) lto, k 2 
SPC, ov 人 lui _)< ov 人 lu м ) 


从 而 由 pu) 连续 及 (1.11) 得 


vD p(k Jui signu(t) (i=1,2) 
^ M `. 


这 说 明 о, = u, Ë. (2.24) lf эЛ. 

FHR EL i 和 下 的 光滑 性 . | 

зра 2.6 Мис, ERRA d. 5,0 =1 使 
ф,(и) = (u) (i=1l,2) Hó15eó, (Eo 定 义 见 定理 1.32) . 


证 不 妨 设 “Er 全 
I G =(t GG: w- l< uD] en 


则 G= 1 J G B. t,,t, CG, 时 


luto ne исо] 


将 G, 按 测度 等 分 为 G^, G”, am X. 
ho) = Зуихо, (13, BO) = BUXET) 


对 任 给 ec (0,- 于 名 )， 取 mr 充 分 大 使 


ee 


JC xn ЖБ CE 


Hel M( Ex Je ШЕ ròl, к 5, ^E Jar 


>, 5f. M( n-i 2 i ME, dt 
- pa Hmm ass | 


最 后 一 式 由 与 =&(u) 的 定义 得 到 ， 其 中 
uct), [uct)| «m 
uut) - í 

0, Ju(t)| >m : | 
册 e 任 意 性 和 定理 1.33， 也 有 d1(h1) =£, =£ Q0 E fld, CR) =&,. 
id ü B 
- Ey(h;) = span{h, Ey) (i 21,2) 
则 每 个 xE Ey (ji) 都 有 了 唯一 分 解 x =akhi+ w, 其 中 0 为 实数 ，w E 
E; .从 而 | 


1. == sup Í| cO -xcosvcodr] 
. Py CU S 


= sup {f " Dh, C) — wCt)3vu(t)dt 
NO J Ga” С 


«| - C -ah,C£) —w(t)3uc dt } 
J Ga’ 


"5-1 


=> sup | А СА, (1) —w(t))u(t)d: 
өү) J |) G.” 
- |, -WX a |24, h) =, 
5 Ga'* 


从 x 的 任意 性 ， 得 

di(h,, Ey (h1)) =inf{ | h, -x || ,:хЄЕ(Һ,)} =ë, 

Ti] ЕЙ 
d, (h, Ey (1,5) = inf( | h, -x || y:x CE, (0,2) = ë, 


° . lll. 


据 Hahn-Banach;ggi, 存在 Ф,Є (1 )*, ile ll =1.(i=1,2》 
使 x, C Eyk) (=1;2) 时 ф,(х,) =0,ф,(х,) 29H. ' 
$ hı) =d ,(h,,E,(h,)) =£: #,(h,) =d ,(h,,E,,(h,)) = 5, 
显然 0i1.0:70 TE EIE А, $1206. 并 有 
$, (u) =,(hi+h,)=ó,(h,) =Ë (i-1,2) 


定理 2.17 VE pu) 连续 ， 则 wEL 避 ,是 Ім ВЭС 的 


З Рои EZART LAB. из. 


证 充分 性 . 设 vEL% 是 u 的 支撑 泛 函 ,完全 仿照 定理 2.15 的 


WEB], v 由 (2.230 RE — д. kuti 3c PR LE ВАЮЕ — , BI AE YC TH 
URHE. 显然 9 点 为 非 光滑 点 . 若 必要 性 不 真 , 则 uw 的 支撑 泛 限 
f=u+ Ó 的 奇异 部 分 $6 三 09. 由 定理 1.38 
l=] fll s= Hulu + HM $l «2 l| viu 
由 此 可 知 uc E, 于 是 由 引 理 2 .6 ,存在 奇异 泛 函 ,| Ф, ll =1 使 
ф,(и) =u) Gi=1,2) H. b,x $6,. 
因 
ó(u) =ф(и-и,)< l oi + ju- un) s 
4 1->c=c， 由 定理 1.32， 得 D< || 6l &.drf.-v ol $; 
(21,2) , Wi fifi. 又 


f,a0 = | шоро: + lé l6, Qo 


= |, uCt)v(t)dt + || ó || E. |. u(t)u(t)dt+ фи) = f(u) 
而 由 定理 1.38, [fils lolt iol + ll. = fly = 1， 故 有 两 
个 不 同 支撑 泛 函 f1，f,, 与 4 为 光滑 点 蔬 盾 . 

定理 2.18 设 ро) Ж 续 ， 则 иє Lk 的 光滑 点 的 充 
要 条 件 是 #0 且 s ТЕО СІ) pu. 

证 充分 性 . 由 条 件 ， 存 在 v СО v ouf ЖЕТЕН 


. 112. . . 


S 


Феи Жа f=v+ (其 中 4 为 f 的 奇异 部 分 ), 则 Í о 


va 


= 了 Ye 3 ф 也 是 zx 的 支撑 泛 函 .于 是 由 定理 1.42 


1= ju [ок FPN); 1= 1 f |х = рх) + A 
_ | ftv; _ Un + | 
1= a(t) 


从 而 由 NC» ЮВЕ 


1 1 1 
1 =p (22 )+ 797 ll Ф1| xD C) +-ə- pu CU) 
> 
-lei =1 
u + od з 
Ж Ном y) -g Pr CR) + рыб). Apu) 连续 意味 着 


NU 严格 凸 ， 因 此 导出 be 而 这 又 导致 pw(u) = pw 
(u) =1， 这 样 就 有 0-0. БН, В u 是 光滑 点 。 

必要 性 的 证 明 与 定理 2.17 雷 同 ， 这 里 从 赂 。 

定理 2.19 下 述 命题 等 价 


e» І ЖЛЕ, 
(2) ”Ly 光滑 ， 


G) М(и) CAR. POD XE. 
证 由 定理 2.15 和 2.16 定理 知 (3) 之 a» ， (D (2). 


反之 ， І. (Ly m JG НУ] Е, a (Ed 光 消 ， 由 定理 2.15, €M 


2.16， 从 (1) sk (2) 均 能 推出 PODEM) CA. B 
«1.2% Li.HiBishop-Phelps ДЯН, (Lu )* ЕЙ ТЕШ (ТАД, ) 


[- 8 Зо MISERAT: ЖЛ (Б, )*rh B8, 8c 2 Te Efe 6 C (Lap )* 
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其 奇 举 部 分 68 使 H flv = 18ETEUCLGS ) 中 某 元 & 上 达到 .这 
样 依 定理 ?2.17，u 不 是 光滑 点 ， 从 而 不 光 洲 .于 是 得 (1) = 
《3) RUE (2) > (Зу). | 

定理 2.20， 下 述 命题 等 价 


(L Gg, Эб. 
(2) Lu, 很 光滑 
Qy LE GE, 


(D йй. 
C) MUCA Гу. H. poo 连续 。 
W Ds (2) 显然 。 

D = CO) 因 很 光滑 蕴涵 光滑 ,由 定理 2.19,M(u) СА. Н. 
PCu) 连 续 ,又 ХЕЙ ХА Ж, Е ДИЕ ЗЕ REL 5, , 知 
Ең E. РАШ. 

Lk DEy = Ep** = (Тай, ужо}, 
得 Ey = 蕊 .这 等 价 于 Me) € v. . 


G) = d) AN M(u) СА, ӯ, Н. po Ж рх 
ERE — Sors, dg X* 局 部 一 致 曲 时 X 是 F 可 微 的 ， 因而 是 强 光滑 
的 ， {ЕЕЕ ШЕЙ. ШЕН Ми) СА, 知 Lu 强 光滑 。 7C 


完全 相仿 可 证 (3) 之 (4) = (5) > (3) 
定理 2.21 .下 述 命题 等 价 


(1) L ap 一 致 光滑 ， А `Y O 
Gy. L5 вос, 
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(3) мо) СА, H NO) 一 致 凸 。 

证 Da ЯЛАН E. 而 此 时 工交 与 ДИН, 
im) 号 对 偶 ， 结 合 一 致 光滑 与 一 致 呈 的 完全 对 侦 性 即 知 定 

附 记 ”定理 2.1,2.3 属 于 劳 炳 元 、 朱 喜平 [二 .定理 2.2,2.4 的 直 
把 证 明 普 先 见 于 吴 从 业 等 的 C2). 定理 2.5.2.6 取 之 于 A.Kaminska 
的 [343， 王 廷 辅 ， 陈 述 洲 的 57] 和 和 石 忠 锐 的 [9]。 定理 2.7 选 自 A. 
Kaminska 的 [4] 和 陈述 涛 。 王 玉 文 的 [10,123。 定 理 2.8,2.12, 
2.14，2.16，2。.18,2.20 和 引 理 2.6 均 属于 陈述 涛 [12;,13 ,14,15 。 
定理 2.9 参看 崔 云 安 的 [16]。 定 理 2.10, 引 理 2.1, 2.2, 2.4 
见于 陈述 涛 、 王 玉 文 的 [11D。 定理 2.11 属 于 王 廷 辅 、 王 玉 文 、 李 
岩 红 5172 和 A . Kaminska, W. Kurc(67.5 382.130 Е А .Катміпѕка 
CSI E 382.15, 2.17, 2.19, 2.21, W A EE fl RECT. 
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第 三 章 ” 非 方 性 、 非 1.” 性 与 平坦 性 


非 方 性 、 非 110 性 以 及 平坦 性 是 Banach 空间 的 重要 几何 
和 性质， 它们 与 凸 性 以 及 光滑 性 从 不 同 的 侧面 ， 刻 画 了 空间 中 单位 
球 的 “几何 形状 ”， 揭 示 了 空间 诸 性 质 的 内 在 联系 。 

本 章 着 重 讨论 Orlicz 空间 的 非 方 性 、 非 14 性 以 及 平坦 性 
的 各 种 判 据 ， 它 也 可 看 成 是 第 一 章 内 容 的 一 种 继续 。 

作为 必要 的 准备 ， 在 SIE x Orlicz Zip Bp gps 
间 问 题 ， 即 是否 有 子 空间 与 c。、1” 或 1 同 构 。 这 问题 本 身 也 是 
Banach 空间 几何 理论 的 一 个 重要 方面 . 


" 同 构 子 空间 
定理 зл “下 述 命题 等 价 
а) 工 癌 不 含 与 co 同 构 的 子 空间 ， 
D L. 不 含 与 te 同 构 的 子 室 间 ; 


(3) 工 加 不 含 与 1 等 距 同 构 的 子 空间 
(4) М(и) ЄА,. 
证 Ds (2D, (2) = (3) 明显 。 
(3) = (4) 用 反 证 法 , 设 M(u) € A,. 
无 查 一 般 性 ， 不 炉 假 定 mesG =1， 取 G 的 一 列 两 两 不 交 的 子 
集 列 {G,}*-,。 使 得 
0<теѕ Ç, < = 
对 每 个 国定 的 自然 数 n HE Mo) cA; 必 有 一 递增 列 
(ut 22 ME 


Mul > — — 


(n =1,2,») 


М. 
esc 


ь 117 + 


м[(: fau prim 1,2,5) 


再 选取 G, 的 一 列 两 两 不 交 的 子 集 列 {G,; T... ERO ， 


mesG,,,— Gg (k= 1,2, 
^O l = Buxo 0 GE = 1,2,6) 
ШЕЯ 


Dy) = 2 M(uti))mesG,,, 


1 

ср) 

= Maud; tM, | 

= 4- es s 2) 1 1,2, e) 


0277181, XHEXE X1, Ht k, 充分 大 3 (EB kek, 时， 
l+- <А, Milli 


py (AX, ) > >: m| (+ к Ун“ ]mesc,,, 
kety ` . m 


> È UMUD) e uud 


PE кемшр. 
= со : : 
EE SEMIS -1: m=l, 2, 


8X conim = Bes aue (6,2, ÉL 


ЁТ có 
ox( ш - > { Pp i | 


z 21 M(x, Gt y)dt, ` 


п=| 


+ 118. 


= xY ` 


又 对 任意 0<е<151 ， 由 于 1 =supië,|, nf 选取 nml, WA 


足 [a I 18% — J-> HIM 
А € 
él = -7 
l 2 L1 


ien EM 
Ee Te Te °С 


这 样 一 来 


PsC) - ài]. [м gis x, C) at 


uu = + оо 
diiit loot Æ, ПЕП = Dolan 
хуа. a, tPs ESEA аео, MD X 
与 1" 等 距 周 构 ， 与 (3》 Ж. | 
(4) > (OD BISMQO € A,. MELEE [НГ dp 36 
序列 完备 。 假如 5 s 有 子 空间 与 空间 co 同 构 ， 则 c。 VARENE 


备 的 ， 此 为 矛盾 ， . 
Er е ae Se Їн 的 等 价 性 ， 立刻 有 定理 .2 


- 定理 3.2 下 述 命题 等 价 
CD Lh RES RAUTER 
(2) Lp WE 5U TIE T 23 {Н 
(з) M(u)CA;. 
注 事实 上 ， 当 M(u) € A, BR, LAERA БП ЕН DR 
子 空间 (参见 定理 3.3). 
能 序列 完 


为 了 证 明定 理 3.3, 我 们 国 忆 一 个 熟知 的 - 事实 ， 
“119% 


的 Banach 空间 ， 如 果 不 含 与 D! 同 构 的 子 空间 ， 则 必 自 反 O 
定理 0。18)。 


定理 5.5 Li GLD 自 反 的 充分 必要 条 件 是 工作 (或 


Li) 不 含 与 co 或 13 同 构 的 子 空间 
证 ” 仅 需 证 充分 性 . 


МІ 不 含 与 re 同 构 的 子 空间 ， 由 定理 3.1，M(Ww E464,， 从 


І 0 WEZA, FALD 不 含 与 中 同 构 的 子 空间 , 便 知 LD i 
nx. 


2 ”一 致 非 方 性 与 一 致 非 1 和 "性 


定理 0.31 已 经 得 到 Banach 空间 的 一 致 非 14') 性 等 价 于 一 
却 非 方 性 。 本 节 将 指出 ， 对 于 Orlicz 空间 ， 有 更 进一步 的 结果 ， 
即 一 致 非 1 生性 (O2) 以 及 一 致 非 方 性 均 与 自 反 性 等 价 . 


引 理 3.1 MU) € A,, X,, У, € SQ. dn ) 而 县 


: 1 
maxílx, + ,lms Xa- y, lan c1 1. (n21,2,-) 


则 рм (|х,|-|у„}) 一 >0 neo) . 
证 出 Mw) 的 廿 性 ， 对 任意 tC G, n>1, 有 
a.C) = 1M Gt CO +Y, CED) + M(x,(t) 7 9, (002 
` zmax(M(y,(t)) ,M(x,Ct))) (3.1) 


又 由 已 知 条 件 易 见 2<|x,+y,llun + lx, = Yllana + 


从 而 x,xx.lao--1 (воо) ， 于 是 由 MG) ЄА, 与 (3.1) 
式 即 得 | | 


1 =p (x) <] a. Ct)dt-»1 (и-» со) 
G 
1 - ou) «| wbDatr>l (n-co) (3.2) 
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qd, BR (3.1), (3.2) 式 ， 并 顾及 到 
Mlu| - |vio sM) - Мо) | 


EE] 
рма, = I Ds IMC OO» - My, CO dt 
<| c. co - Mesa» аг+| cect) -MO,C)2 dt 
0 (heo) | 
БЕ 5.2 ”如果 有 x,，?,ES(CLS)， 满 足 
max(|x, +y, lix, yl) 122 (т=1,2,+)(3.3) 


W 


k, th к„һ E 
Es " пон _ 0 
kh, [x Cx,0)| I», cop Ja (n=) 


这 里 k。，h, 满足 
læn + Yall р + | мок, ec v.c» 


Ix, -».ly =-у—{(1+ | M Os (DO 0240 
н Ç 


(n=1,2,.) 
证 由 MCW) 的 是 性 和 (3.3) 式 ， 对 一 团 n 宕 1， 有 


2 ‚ 
2+ "udi * у, Пи lx, — У.м 


Li 


_k +h, h, 
(kA, ie ET xa, MOS „(+ 3400) 


n 


k, _ 
egg Mos 0.000) а) 


_ k +h "kA } 
= n n1] n'n 2 
Tk, [ + Lu; +h, x.» 


n 


| Dx у =2 (3.4) 
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h 
+ .— n n 21 [ "МСК t) — t 
> i «f. h. (GC, (x, (t) +y,(t))) 


k, 


+ Mh,(x, 95,000) la 


ath, 
stath. fia f mf 


k,h, 
КЁ, k 


Th 2y, eed 


LÀ 
MEHM u| -|v «x IMqQ2w - М(20) НП. 


k, vh, [= k а 
kh, Jc ЁК, + 


- dx, (21 - Iv, co p Jac 


<s j. Ls ee -2x， (| - м, 2 27, copiae 


40 (#—= oo), 


定理 5.4 下 述 命题 等 价 

(1) L 一 致 非 方 

(2) Lb KARLO (23); 

(3) Lei HB- es RIS 

《4) Lin А3 | 

(5) М(и) СА, #2920, ио>0, 使 得 
М(2и);>(2+д)М(и) .  uzu, 


证 ”由 定理 0.31、 定 理 0.36， 知 (1)》 字 (2 ‚ (2) 之 (3) 
Зз, 外 定理 0.32， 工 发 ) 0В- mA [н], HAL 不 含 子 空间 与 - 
о E U 同 构 ， 从 而 由 定理 3.3, An Ls Bà. MA СО) =>. 
a) CFL А Er M(u) € A, [ V:s 从 而 由 定理 1.18 的 
《5》 可 得 (4)<>(5) ,为 完成 证 明 ， 只 须 证 CO = (D. 
. 122 < 


(5) => (D 由 (5) ， 并 注意 到 М(2и);>2М(и) ,u30,. R 
и, боа 7 | 
M(u,)ymesG = 1 –- а <1 E (3.5) 
H.M(20)7—(240)M(u) (uu). | 
因为 M(u) € A, WEM., 11, E py (xX) 之 1+ 


^C. ai 25 RA Ixus 


如 果 D 不 真 ， 则 有 x, YES), Wm 


max (ix, + yo on se, суо») oo (т=1,2,.) 


从 而 由 引 理 3.1, dy 

pu(|x,] = [y,|2->0 (и->со) ` (3.6) 
注意 到 pu(2x,) = pu xal + {у„] + 1,1 yD, HBI 1.3 与 
(3.6) ， 即 知 有 n, >l, Enn, h} 


\рм®х„) — рме, + ly I< (3.7) 
但 由 (3.5) . 


M(x, c» dt = [Mas, a»dat-[. M(x, (dt. 
GClxaD | Zuo) G GClxaCD | <u) 
=1 ~ M(u,ymesG 
=a (п =1,2,•) : (3.8) 
TË, H (3.7) 、 (3.5). 、 (3.8) 式 ， 便 得 到 
[eMe eo e» o» Mos co - dt 
G E 
гмах, + ty copa 
G 


да 
2 


> [Mex 0) dt 一 
G B 
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-| M(2x, (t))dt + [Mc2x, (t))dt - ба | 
G(x s(t) 1200) GC læst) [<ыо? 


бда 
2 


2 (2 +o)f M(x,(t))dt zl M(x,(t)) dt - 
G |x a| >н) GG x a GO Eu 


-2 -S ef M(x,(t))dt 
GU xa(DI Zu) 


= 2 + BC» 


因而 当 n 宇 no 时 
max {pu (x, +y,), pu(x,— y,)]21+ Ea 


即 有 


max (lx, +у, |м» ix, —y,llan >= 1>1 


， 1 
这 与 тах { |х, + Y.llan [x Yalan} <1 ЫР (п=1,2,...}) 


Ж), k (1) XE. 
定理 5.5 下 述 命 题 等 价 
d) Lj — ЧЕЗ» | 
(2) Lg 一 致 非 14 (2), 
(3) Lk B-m 


(4) Lj BER, 
(5) MEA Н.Д ТЕҢ, 070, 使 得 
M(2u) z(2--0)M(u) Uu, 


证 由 定理 3.4 的 证 明 可 知 ， 仅 须 证 (D = d. 
anie Ls 不 是 一 致 非 方 , 则 有 Xp» У.Є8 (1% , 满足 


max (|, +у„| м, lix, -Vlla <1t- (m Bye) 
由 定理 1.27， 存 在 k,、h,， 使 得 


ix, +y,llu = 1 {1 + pylk, (Cx,  y,) 2} 


n 
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x, -у, llar = -六 (1 + py Ch, Cx, -у,)2} (и = 1,2,--) 


从 而 据 引 理 3.2， 即 有 


k, +h, k,h, _ m 
kh, "o |.” h, ( |х, | D]e ‹ (п-» со) (3.9) 
、 1 1 . 3 


对 充分 大 的 n 成 立 ， 由 定理 1,28, {kn ha n-1,2,-— f F 
р ФЕ, h, >К, n-21,2,^0 〈 必 要 时 可 选 子 列 ) 。 
A k,Q-inf k,, Н, = Sup h,, Wi H,—< co, k,70, Tij H. 


k, 1 | 1 — kh, зї H, 
72 3.171 muc Tl 
ko k, k, n H, H, ' 
т =1,2,…) 。 从 而 由 C-D 式 推 得 
q p | 全 xl axe >s 


HPM) EA, MUELI 中 按 模 收 敛 等 价 于 按 范 数 收敛 ， 

于 是 | 
lx! = Islam (190) 

Hk, <H, <o  (n-21,2,-—) 。 又 有 

pu Ck, (1х, — Ix, DA eu CHs (IX, 17,1220 (исо) 

| - (3.10) 

仍 借助 M(u) C A,, Ali2kx, «2H, Q1, 2, «0 , 可 知 有 
C70, fif 


pu 2k x, «C (п=1,2,.) 
由 引 理 1.3, 409, fk zu, uC Li , py (u) <C, pu C) <90 
k, 
py (ü +0) py (и) 一 2H, (3.115 
而 利用 G.10 R, FE me， 对 于 n>>m 
pu Ck, CI x, 一 EAD ES] (3.12) 
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令 А a 
| G, = (t€ G, x,(t)y,(t)20) (п =1,2‚++) 


тиң (3.11》、 (3.12) д, AMRA ng SUE, E 


知 当 n 宇 no 时 
24 > lx + Yallu + |x, ull 
1 . : 
п+] мск, сіх, CO + 1», CO DIt} 
k, Gs 
«das Mth,CIX, + 1y, CO D2dt) 
h, 4G Gs 
_ 1 1 1 ‚ 
=” Н, tap t ge Pues Cs E + 17,09 
1 1 1 
“H к + Z Pulk, 12x ,| +k, (I, | —]х„1)2 
` 1 ` k, 
Ug, ‚ТН, 
1 
= lx Jr + эк 
ll2x Jm 2H, 
ES vs А 
"m # LL 一 致 非 方 . 
| 由 定理 0.35、0.36， 立 刻 有 定理 3.6 
定理 35.6 ”下 述 命题 等 价 
(1) Ly L žo 904677» 
(2). LEO ® ) 超 自 b 
(35 Li 4%, ys &tr— Sk 263 з 
(4) LheL Ч — So B. — cmi 
(9) 


LAC (3, ) 有 超 BS 性 质 ; 


(б) LÈL X, ) 有 超 RN 人 性 质 ; 
(7) LEG, УКМ ДУ 
© LaL š, ) 有 BS 性 质 ， 
©) Lx(L $5 ) 自 反 。 


25000 88 非 方 性 与 局 部 一 致 非 方 性 

EPEE: LSL о ВЕЛЕ ЗИ, L LG 
的 《局 部 一 致 、 非 方 性 却 爹 然 不 同 . 

首先 证 明 两 个 辅助 命题 . 

引 理 5.5 зн ЕУ 

证 He x= (,0,—5 , у= (0,1,0) ， 则 

Xia = iyi, =ix+yl|. = 1 « 

这 说 明 无 -不 是 非 方 的 

引 理 5.4 对 x€ Lš ，e>0， 有 6>0， 只 要 ecG,mes e< 
ô, itj 

IxXc vell > lllar- е 
证 因为 xE L¥ ， 故 存在 YE LL ， pn OD xliii 


[«co»co at Ix - - (3.14) 
re 
再 由 积分 的 绝对 连续 性 ， 有 070, HEEeCG, mes e<0, Wi 
epycpar< s. (3.15) 
从 而 - 
IXXG ve liu z[xcowvcoat 
С\е 
= [xo»xcoar -fx ya 
G e 
> lx y = . 


定理 5.7 下 述 命题 等 价 
а) L. 局 部 一 致 非 方 ， 
(2) 工作 非 方 
‘(3) MOD € А», 


证 D> 是 显然 的 .(2) 之 (3) i£ M(u) € A,, 
由 定理 3.1， 空 间 1 "可 等 距 嵌 入 工 力 ， 再 由 引 理 3.3， 便 知 工 伺 
不 是 非 方 的 ， 这 与 《2 ) FA. 

(Зу = (1) 

首先 注意 ， 当 иж0 Bj, M (21:022 2M QD, 从 而 对 一 切 x€ 
SC, (s а = ом (2х) - 2p, €x) 50. 

WAMU) € A,， 由 定理 1.34， 有 121, E 040021 


- ан ly] ad. 


An (1) AA. MEESALA) I ESL м), WE 


, H 
max(|lx-X,lians Ix—y,l ем) 1 + (nz1,2,-«) 


(3.16) 
由 引 理 3.1 
Puxi — |У„|)->0 (п->»оо) (3.17) 
注意 到 pow(2x) = pyOx| + |у„| + |х| — Iy, (12 1,2,-0,. FH 
sp 1.39 与 (3.17) £, dEXEn4, n>n, h} 


Гом (2х) —юу(|х| Dx, DI < S- 


Es G, - (EC Gix(DYy, (22:0) (n 21,2,-) 
Где и> Ві, W148 
ом +y,) + рубх- У, ) 


= [Mcixco1 +y CO 2 + | MC|x(t)| — Iy, CO даг 
Gn GN Gs : 


+ [Mcixcol - |», сораг + [Mc |x) | + [yac [24t 
Gu CANGe 


peu(|x| + у, 


a 
2рм(2х) —-- 


=2ру (х) +a 一 -=2+-r ` 


2 
Wenn h) 
тах{ом(х +y,), pu (X —y,))2=1 + F 
ААЛ Мп >п, 


maxíllx-- yan IX- ,lw )21>1 
这 与 (3.16) XJ. | 
定理 .5.8 Li 局 部 一 致 非 方 ， 从 而 Ly 非 方 。 
证 ADEL, 不 是 局 部 一 致 非 方 的 ， 则 有 x,>,E SCLi 》 
(n=1,2,.…) ， 使 得 
1 


max ("x +y,|l, ix У, |м} tw (n =1,2,...) 


由 定理 1.27， 存 在 k,，h, 满足 
[x+ yular eue C932) - 


n i! 
' 一 И 
БМ У, М 


{1 + оми, (€ – 7,02} (n=1,2,...) 


从 引 理 3.2 证 明 中 Q.D 式 有 
2 _k,+h, k,h, = m 
2+- 7 £ h, [1 enit I (п=1,2, ) 


因为 x(1) 为 固定 元 ， 


Ha- infe eh, к.н, "E 再 由 引 理 3.2 立 刻 得 到 
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1 
PRIICISLI - |у, [22-0 《nr co) 
从 而 
у) |5) | по) 
Ж 4—97 л ERI. | СС 
Ae ОКНА р), h, >k, (n-21,2,—.), 
k, = limk,, h, = пй, Tu В. 
lim[|y,Ct)! = |xct)]| аер G 
此 处 Fo、 h 可 以 为 + со 


下 面 分 三 种 情况 讨论 ， 
1. ko =ho = +оо 


2, КА, < + оо š : .. 
用 引 理 3.4, 7-7Ед:>0, дзес, mes е<б, wr 


H 
I2xx6 vell 2 yy- 


AG, CG, fifümes(GNG,) <8, 3EB XE |y, G) >x] 
(n>) X P teG,—suks. TEN p tE 


2 
2+ >x * Yu + EX- Yalla 


>+ | Mikac) жу, co»xn 
Сох) уя (220) 


n 


+Z {1+ [ мок, ссе) -yD Idt) 
GoCxCD y=x(t)<0) 


2d t aaf Mrk,(|x(t)| + [y CO 00287} 
Go 


n n 
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А тос, ЩИ 


1 1 1 1 
= - H 2 — —— =2+ 
2 p -+}Фххб м > 而 tP- ah, * ZR, 
此 为 矛盾 . 
3. k,<h,= co 
首先 注意 到 ， 对 任何 ”>0, .如 果 记 
G, = С(|х(#) |221) 
С, =G(x(t)y,(t)<0) (nz1,2,-). 
i | 
mes(G,(1G,)--0 (n--oo) (3.18) 
事实 上 上， 出 于 ` 
20а -yy [| Mda | ly Dt 
"С.С 
| | 
Tx | M(h,x(t)3dt 


С. Са 


z. MOST) mes(G NG,) (n21,2,-) 


Li 


2h, — 0 (и> оо ) 


mescG, NGOS a 7 


对 任意 的 e>0， 再 由 引 理 3.5, 060220,0 еС6, тез, 
<ó 时 a 
2xXG vellu272 -E | (3.19) 


取 {G,} 的 子 列 ， 为 简单 记 ， 仍 用 原来 记号 ， 满 足 
mes(G, 1 G ,)< эк (п =1,2,.›) 


XG, G, mes 0-9, {#{} |у„(0)|-=|х(9| Qum eo) 在 


NG. d 一 致 成 э, 
e 193 ç 


cese Uf Ocene. | 
-6[(5е.)пс.] 
WjmesG'-— 20, ifj HL 
eere (eO e.Ju[(3e.) (e.ue.)] 
于 是 对 一 切 n 宕 1， 我 们 有 


1 
1 + > lx e A m 


maU | маха] + py co paa 
ess. 
* | MCE,CIxCO | + 1,00) Jdt 
(06.) eue.) 
- | Med e.c poat 
(eC eue.) 
mus | мок, сасе «I» copa 
" GG" 
= | мск, con 19, copoan 
(Ое) eue. ) 
m0 Í мск, схо) eb». coboat 
" GNG' 


- [ Mes сс py co ро) 
GANG UG) 


4» n->co， 便 得 到 
e 132 » 


PEEL | M (2k,x ar-f Mt2k,x(t)3dt) 
G^G' GNG UG a) 


>>|2xXGAG'ily - FM(2koe) mesG 
И 9 
>2—&— „—-М‹?к,е)шез© 
0 


得 se 的 任意 性 ， 导 致 矛盾 。 
综合 1、2、3， 即 知 世 局 部 一 致 非 方 。 


$4 dpli MES REO REEL CO 性 


83 中 已 经 证 得 ， 世 局 部 一 致 非 方 本 节 将 证 明 ，I 局 部 
—B3k3kl tO 的 充分 必要 条 件 是 M(CO EV.， 从 而 说 明 ，Banach 空 
: 间 的 局 部 一 致 非 方 性 与 局 部 一 致 非 1$' 性 并 不 等 价 . | 

引 理 5.5 BRITAIN. 

证 dbz (ey, el, =s єр 为 +1 与 -1 的 任意 一 种 排 
列 ， 其 中 ei =l (1=1, 2, 66, e, 271), 5 


x= Deje, G-1,2,—,m 
这 里 ei = (0, .,0,1,0,) i= 1,2, -,2771) 
Wx ESCO (j=1,2,…,n) , ifi B. 
min|x,t X, + = + х„||„=һ 
此 处 min 取 自 一 切 可 能 的 正 负 号 排列 ， 从 而 引 理 区 证 。 
定理 3.9 下 述 命题 等 价 
D Lë 局 部 一 至 非 141)， 
(2) Li АЕ) (O22, 
(3) LAJO (G2); 
(4) M(u) € A,, 
证 > (2) ә (3) 显然 
。133 . 


O) = 0D 如 果 M(u) EA:， 由 定理 3.1，1!” 可 等 距 佑 入 ， 
L s BHRHEDES.5,L a5 REIL 空间 ， 与 (3) X. 
(4) = (1) 
ftx, yCS(L do, BMU) СА,, E 
Pux) =ру(у) =1 ` 
18 с`>0, { {+ 
G,-(tCG:c рсе) 
满足 pu (X6: )2 + BD d0, fh 


M(c).. 1 3.20 
和 < | (3,20) 


令 
G, 2 (£C G:|y(t)| <d) 
则 有 M(d)mes(GNG, ) Cou ORG, 从 而 


mes(GNG;) 二 一 一 -一 О; (3.21) 


于 是 由 GB.20) 、 (3.21) 式 得 


pu (XXGi\G;: 2 MCo)ymes(G,NG,) < MO < 


Ma ~ Y 


iuD-G, NG,, ШИ 
7 
UB < px(XXG, NG; ) +pu(XXp) 


1 
<— + pu (XX p) 


从 而 得 到 


3 + 
py Ot) 22 f (3.225 


2 Д) (222)] 


又 明显 的 有 


eps sonoro] [p (52999) (6729)] 


(3.23) 
- 令 о -sup (2M(-5-)/M «0 : ис Сс7',0)} 


Р”, = (t€ D:x(t)y(t)z0) ,D, = DAD, 
Mi] 
|x(t)— y(tD |xp, GO=<max(|x(tD],|yCD])xp, (t) 
xc) +уСв) Xp, CO s max(Ixct) Dye Xn; GO. ç 
从 而 | 
м (goo) + pw (2%) 


ИИН 


+ ру (Sn j< Qu (XK D.) ox OXD) 


+ pu (exp «p, (PUll i) 


+ Du (XXD. ) + pu (XXD;) 


_ By (XXp) + рм (XX p) тах{|х]|,|у|}Х 
- ныд ушт. y (ани) 


+g • 


< pu (XX) Т рм Yen) pu (тах{ |х|, |у|}Х) 
: 2 


<(1+o) Du (Xp) T Go) (3,24) 


于 是 由 式 (3.23) 、 (3.24) ， 有 


i [C 512) o (22) 
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> (pu (XXp) + pu Xp) 2 


- (1+0) Du (XXp) + ру (Xp) 
2 


1 
> 一 5 一 Bu OX 5) 


31-0) _ 
>=—s = 


显然 TE (0,1) ， 而 且 只 与 x 有 关 ， 由 此 即 得 
mino (227). (2) 1-5. 
这 样 ， 因 为 MC(u) C A,， 由 定理 1.34， 便 知 存在 0€ (0,1), EE 


fX 4 XxX- 
miaf l-23 lan» il 22 lun ]«1 - 6 


定理 5.10 下 述 命题 等 价 

(1) Іх 局 部 一 致 非 1 生 

(2) L$ 局 部 一 致 非 1 和 3 

(3 М(и) СУ, 

证 (1) 之 (2) 明显 。 

(2) = (Š) ‚ 

选取 集合 A4CG， 满 足 0<mes A-mesG, 2 c>0， 使 得 
N(c)mes A- 1. 


如 果 M(u) v, MEE а, t + ce (i 一 oo) 满足 Мау) теѕ: 
(GNA)>n Tü В. | 


“[(1 t- a> Na) (-1,2,-—) 


对 于 每 一 个 自然 数 ES 1, 2, ++, WOA 的 两 两 不 交 子 集 - 
бө, GP, <, GD, ш 
1 


gnei (k 2 2,8,--.,n) 


N(a,)mes Сі = 


由 于 pyx) =1, Н. 
。136 。 


u[(1 *-)a:]nese: D 52" N(a )mesGE? -1 


所 以 ， 有 . 


Ilex Ml cy, = 1 
loxet [ар l 215. 
1+ 1 i+ 
i 
Gz1,2,-,k 2,3, n) ik ж 
EN (a,) mesG; 0 = -— —0 (1->сс) 
к=? 


从 而 存在 c; tc (1->соу, 使 得 
Dx (CiX4 十 ахо, i; ) = М (6,) mesA + Ў N(a,)mesG о 
&=2 k k= 2 
| = N(c)mesA 


=1 Ci -21,2,..) С (3,25) 
2) cX, a;x Н € Еу, G-1, 2,-=,k= 2 yn) , 并 注 


意 到 (Eo )*=L} , HHahn — Banach 定 理 存在 x， xí, 
xi^ esas ), 满足 


Xat) =X (0 )X400), UO) ех О CXG i (t) H. 


(l=lcx fiu = [eco Ct) dt = efx, (t)dt 
| G А 


(в) аас lla 
= асо (ё)х{ О (гә)аг 
G | 


=a;f XE Ci=1l,2,.. k=2,... n) 
eie 
(3.26) 
‚2,+°*,К=2, 3, we n) 由 式 
。137 o 


现在 ， 对 ef = +1 或 一 1 (i=1 


* 


(3.25), (3.26) ， 便 有 


nlx tef xP teete Ох! 


lar: А 
[сс жеоо) peee tel xL (IYICE: Xa (1) 


+ el aX: i» (За: 


= c fxi adt + PORE (dt 


A GUD 
1 t5: 
> smp) as 
与 (2)》 了 矛盾。 
. (3). => (1) 


如 果 (1) 不 成 立 ， 则 有 Xos X ESk ) M= 1,2,-) 满足 


|x,-x,lu-2 В. lx, -xj 一 2 (n— co) 
出 定理 1.27， 存 在 k,>>1， 使 得 | 
1= хы = ng + Pu Gu, 22 (к= 0,1, :..) 
从 而 由 M(W) 的 同性 ， 得 到 
a aou oa k.+k k, 
2= lx, + Цем = - eee un ccv, x.) 


К, | 
+ зга )] 


k, + 
See [ioo (aero 
mx, txau? (поо) (3.27) 
AM, LE ` 
2= ix d lo llar = S [1 + rote xot | 
k, + 


= 


的 + (р (X 7 o »)] 


«ө. 138 э. 


— x, y2 (n-»co) (3.28) 
1 1 i 
因为 a = qp ГИ Сп = 1,2,) >. 并 顾及 : 
` Kk Ее, 
мси] - ]u|)<< |M(u) - мс |, ТА (3.27), (9.28) A, 
立即 可 得 ` 
1 1 
p Pu > + | - |x, -xD ) 


^k, + ko k,k, 一 ) 
KEK, -Pu E rk. (x, +х,| + |x,—x,|) 


k. 十 kk, 
=< 
[e КЁ, eov qk, (Xn 7 Xo ›) 


kk, ^k. +k, 


kk, kk, (x, — X, »)|—0 (n—00o) 


. u 
ШЕЕ; Ix CO вхо) | Ix, GO -xQ(t)|—99 (190) ， 
注意 到 明显 的 事实 ， 

llx,(t)+x (t)| ~ 1x,CO0 —x(] 12 2| € | 2| xo C62 | 

Q-1, 2, =) ， 则 在 集合 С, = (t€ Gix, (0x0). E, x(t) 
` qe. 
50 qoo) ,不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 x,(1) 一 >0(n->00) 
《人 否则， 考虑 {x 的 几乎 处 处 收敛 的 子 列 )， 
н Тх,20, 178220. 6220, 8 4ессС, теѕе< ош 
[ мех, coat 8 
GNe 
pini К >1, ^ | 
m Гаме pdi + [Mats (tyd: ] 


K. i 
Ра 
схе 


ELIT x Ot ух, 
бе 
е 139 Ф 


>B+ l|x.X,||u (3.29) 
are» 

因为 在 Go 上 х„(Ф)—>@0 (01 99) , Aui С'СС,, WE 
mesG! —0, JETEG,NG" E, 


x. (t)—>0 (n>) (3.30) 


这 里 “~ 一 >” 表 示 一 致 收敛 ， 
HEIL, +t X a2 (п->со) ， 选 wwELILA ， 满 足 pv(us)< 去 | 
(n-1,2,-.) 与 


[pc wx oos coa: 一 = 人 (n— co) 
G 


由 此 立刻 右 
| x. (tu, (t)dt 1 [xcov tdt] (n— co) 
G Gc 


据 (3.30) X, В 
lzmiUvXe'U«wGo len 
= |х, По, XG UGA Go los 
>Í x,(t)b.,(t)dt—1 (n—oo) 
G' UCGNGo 
因为 М (и) €v,, B] Мо) СА,, 从 而 由 定理 1.34 pylli, 
XG'U(GNGO) )—1 (n=) ， 或 者 等 价 地 ，pw(UXGeNG' 09 
(n—90) ， 再 由 定理 1,.34， 便 得 到 
LU XGQNG! ll —>0 (n— со) 


另 一 方面 
xo (t)v, (tdt = (xo cov соаг + |х, соо, coat 
G GAG’ G' 


x |х, [®„Х GNG llev + (XXe hatni err 
Aen, H (3.29) Ñ, dg 

1«|xyXc' |u <1- В 
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然而 6>0， 此 为 矛盾 . 
定理 3.11 Li 非 14， (uel 
证 由 定理 3.8, Lg 为 非 方 的 ， 从 而 由 定理 0.31 Ls 为 非 
14 的 ， 由 此 易 知 对 一 切 # 宇 2,ZL3 为 非 145 的、 


55 平坦 性 与 RN 性 质 


AERE LG, 与 1 的 平坦 性 以 及 与 平坦 性 有 关 的 RN 性 、 
几何 参数 GirthU (X) 4$, 

引 理 5.6 空间 娘 为 平坦 的 。 

证 ”只 须 证 明 ， 存 在 映射 8g :С0, 22-1" 满足 (Dg. 1 
SECO, 235, (2) g"= -83 (3) 对 任意 0<s,<s,=<2, |gs:— 
gsi[. = [5,— sil. | 

将 [一 1，1) 中 有 理 数 全 体 排 成 一 列 r: = —1, nre 5E X 
[0,2] 上 的 函数 Cs) | 

[r, +s 0<s=<1-r, 


а«(5) = + (т=1,2,+) 
， L2-r,-s l-r,.«sc2 


4 


8 = (a,(5))t., 0<s=<2 
任意 国定 sE (0,20, BLPR|E e= supla,Cs)|<1 е0, 7 
由 于 1-sSEC[-1,1]， 取 rn 使 1- s —&<ка,<1— s,T-JËExn,(s) = 
rni ts>l-e, 因此 jg 省 。>1- es， 于 是 
18 外 =1 
由 定义 明显 得 出 
8° = (G,(0))7-,/= { -0,02)}$-, = — Eg? 
ТЕҢ 0<5,<5,<2, B nlgs: Q 8: |15, – 5, | ТЕ НАЙ 
40<531<5,<28}, B rn EOI- ға, < 51, FE lgs- 
551 ||- [а, (82) – Ф, (51) | = |5,— 5,1, 这样 一 来 ， 我 们 有 |lgs: 一 
sil. = |s: -Si|。 
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№0 = s, <s, 28, IERES, 取 ra, 使 1- rn <mim 


= |S, = S| lg — gsl. Z=] aa, (S2) ~ an, (0) | 
=|2(1—ra,)- $j] 2585-8 + 


由 此 可 知 jgs; -Enj.z | S: 一 s,| 。 
定理 5.12 下 述 命题 等 价 


da) L. an 非 平 坦 ; 
x2» Ma) € А 


з) L x, BON RN PE q, 
证 (1) = (2) 
”如 (2) 不 真 ， 由 定理 3.1， 空 间 1° 可 等 距 嵌 入 ZL Y, 再 出 
引 理 3.6, Bm L $, 为 平坦 的 ， 与 (OD 相 了 矛盾 。 
(25 => (3) f 
因为 工交 ЖЕ, Je az [8], H a Жа. ЖЛЕ, T 


ХЕ Н 080.34, Hnn Ly, 具有 RN 性 质 。 

(3) => (1) 

# 0D Жи, HH L X FE, 出 定理 0. 40, EL dp АУ RA 
RN 人 性质， 这 与 CO ЖЯ. . 

推论 3.2 Ly 具有 RN 性 质 的 充分 必要 条 件 是 MOD C A. 

AE Elson 的 等 价 性 立即 可 得 。 

下 面 的 定理 具有 深刻 意义 ， 它 表明 ; Mp M(u) € A, 时 ， 不 但 

L à 51% 不 县 有 RN 性 质 ， ПН НТ Е м, УЕ 亦 然 ， 再 顾及 

到 定理 0.34， 即 知 空间 Ey 与 Ew 不 是 任何 Banach 5 空间 的 共 箔 空 
- HB. | 

定理 3.15 d; Mu) FA; Sn 则 Ew 不 具有 RN 性 质 。 

证 ”由 定理 0.33 只 须 证 Ew, 中 存在 有 界 的 不 可 名 集 。 
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4^ 


因为 М(и) E Az, Ék u, l +оо (noo) 与 G FER AA 
子 集 列 {G,} 满 足 
м|(: ws prMo2 


1 
= > =———— =1,2, 
mes G, BA) m= "ә 


由 于 n 
Du (Gu, XGs) >p (1+2) XG ) 
1 n п М n. n я 


2'M(u,)mes С, 


= 1 . (n- 1,2,-—) 
ЭЛЇЇ -Ї ЖЯ, Ж 
|uxedonm—-  G=1,2,.. 


令 

X, { $1вщХв,(1):1<п<т<Ссо, |е,| 41,1 =1,2,...J 
ШШК = X。 为 有 界 集 . 事实 上 ，xEK=XX，， 易 知 * 可 唯一 表示 为 

x(t)= Deu, XG lt) (elxl,i21,2,-5 — (3.81) 
所 以 pu (x) < È Mu, )mes С, = 1, -FXIIXI on md. 

下 面 证 K 为 不 可 中 集 。 | » 

由 下 的 定义 ， 可知 (3.31) Җир, 5-0 (1->o00), 取 i 充分 

„ 1 А 

大 ， 使 得 |е„|<—5-. 无 碍 一 般 性 ， 设 8,20, 


BA 
УС) WXGL (f) + ui, XG,, (f) 


= 20° 


200) = 22 eu XGs (t) - (1- 28; ui XG, Ct) 
*o 
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mij x= -у-(у+?) 而 且 


Ix 7 lan = lx zl = (1 EDU XG, lian 


22(1-е;,)/2 


于 是 ?6 К\В, (1), 2СК\В, (x)， 从 而 
xE cov KABA-(x) 
此 处 В, = [v6 Lado 21х01}, HELA KART 


шж. 
定理 35.14 13р, 
‚ Ж 由 定理 3.8, Lš 局 部 一 致 非 方 ， 再 由 定理 0.41 HH 
可 得 . | 
定理 3.15 有 
(01) GirthU(L ¿))>4<=L L B 5 
(2) Сіма) = 4 不 可 达 <= 工 (加 Bf y. dEB So 
(3) GirthU(Lt,,) = An jk e—L t, Tn] 4) 
证 (D HUERO.38, GirthU(L 2724 АИР ШЦ 
z 


反 ， 再 由 定理 3.6, X X 5&rT Loo B K. 
D H (D 并 应 用 定理 3.12， 立 即 可 得 。 - 
(3) 此 即 定理 3.12。 
定理 3.16 下列 命 题 成立 
(1) GirthUCLs )>4<>ILIE BAS 
(2) GirthU(L# )- 4. Жарке 非 自 反 。 
证 D 与 上 同 理 . 
(2) H 01) 与 定理 3.12 立 即 可 得 。 
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Ж ”做 为 本 章 的 结尾 ,我 们 不 加 证 明 地 列 出 关于 上 (一 臻 非 
1) 性 的 另 一 种 判 据 . 


1966/g, K.Sundaresan(1 Ot Jc Bog L (2, 的 一 致 非 1 T fb. 
证 得 定理 3.17 


定理 5.17 LAB O 的 充分 必要 条 件 为 〈1) Mao 
EAs (2 EEO, ð, 0<0, <1, WHE 


M(u,) + M(u,) > 20 йиз, u., TIU 


m(t) м( gt) conan + М(и,)) 


1985 年 ， 王 廷 辅 c1,H.HudzikC13 各 自 独立 地 讨论 了 L an 
一 致 非 攻 0 (az>2) 性 ， 得 到 定理 3.18 
定理 3.18 Lan ЕО? 20D BBCRSOMGOC A; 


(OEEO, ó, 0—6, 0<1, Xi Юу да E Ми) m W 
£= mesG 


His us, +, и, HA 
... "-1 п 
Ум( Mir ёш, + TEQU, )«e^- SIM) 
€ k= 1 


这 里 求 和 了 是 对 si = ] 或 -1 (j=2,3,…,n) 的 一 切 可 能 组 
合 进 行 的 。 

19858, R.Grzas'lewicz, H.Hudzik 5j W., OrliczC2 Y у E 
述 结果 推广 到 更 广 的 Orlicz 空 间 。 

Mio “本 章 内 容 基 本 上 取材 于 参考 文献 [1 一 9]， 定 理 3.1, 
3.2 BT B.Turett(DO, 定理 3.3 取 自 王 玉 文 [33 定理 3.4、3.7 参 
看 陈述 涛 3， 其 中 定理 3.4 中 〈3)<->(4) 首 见于 M.Danker 与 
R.kombrink(jC3, 883.5, 3.8, 3.1436 BE EGCCORLE 5. 
陈述 涛 553 3383.9 8 JT H.Hudzikt, 定理 3.10、3.11 参 阅 陈述 
9. EELU» 定理 3.12 中 (1)<>(2》 由 A.J.Pach 等 (9 首先 
• 145 。 


得 到 ; 定理 3.13 则 属于 陈述 涛 未 发 表 的 论文 。 


[13 
£23 


СЗЭ 


E63 
£7 
C83 
£93 


(103 


[113 ， 


r123 


(133 
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第 四 章 Orlicz 序 E ze 间 


五 十 年 代 未 J.Gribanov 等 人 开始 考察 Orliez 序列 空间 ， 
从 而 形成 Orlicz 函数 空间 与 序列 空间 并 行 发 展 的 局 面 。 序 列 ， 
可 以 看 成 是 定义 于 纯 原 子 无 限 测度 空间 上 的 函数 ， 与 通常 意义 下 
的 函数 一 一 定义 于 无 原子 有 限 测度 空间 上 的 函数 有 所 区 别 ， 我 们 
可 以 看 到 ， 两 类 空间 的 几何 学 有 许多 平行 命题 ， 其 结论 和 证 明 方 
法 都 很 相似 ， 也 有 一 些 结 论 虽 相似 ， 但 证 明 中 使 用 了 有 关 序 列 的 
转 丈 技 七 ;更 有 一 些 足以 表现 两 类 空间 质 的 差异 的 ， 柄 人 寻味 的 
命题 ， 本 章 只 讨论 后 两 种 内 容 ， 

仍 以 М(и), Nv) а-н AR МЕ R. х= {x} y= 
(V) Tea = ARRITI Жом (x) = 23 MGE x 关于 M 的 模 。 线 
t p 

1м = | x: dao, {E ox( E) 


XT UK 
Ixion = int Í a>0;p (+ )<1 ) 
或 范 数 . 
xi], = sup (3 55 X y ip (y)<1 } 
成 为 Banach 空间 ， 称 为 Orlicz 序列 空间 ， 两 个 范 数 有 等 价 关 


ET Iohan retten (xC ly). 


记 序 列 т, = (1 100), Ml 
, -ai /1N _ (1 
Пи =nN- C) riloo= YM (È) 212-5 (їл 
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mnan 
PAP. il, m)l ВЕ Sp. P (x) =(00...0 x,,,,x, ww)， 则 集 
£ ` 


hy, = {XE Ln: limllP,xll смз =0} 
ERRETAN, ME | О 
xc hyerva- 0, py (I) < | (4,2) 
###C>0,u,>0, 24 lu cut MCZu) <CM(u)#; Mu) 
ж-т Лили е AG RIT, ЖАНЫШ "MC А,” ,容易 推出 
xi MEA, MIE wo>Q0 ж L1, B C0, Wu 0<и 
xcu, 时 M(l1u) <СМ(и). 
Жен Пе Luxemburg 范 数 的 ly, 并 简 记 为 ly, hj 
时 分 别 简 记 tan UCGa2,SOGQu 为 lels Ом» Sur 


81 # 5 m 46 +> xg 


本 书 前 三 章 讨论 函数 空间 几何 时 未 涉及 空间 的 基 ，、 这 是 因为 
C1YCh2$8 已 对 此 详 加 讨论 ,那里 的 主要 结果 有 三 ，Ew 有 Schauder 
基 ， 如 Harr 系 ， 车 Lu* 自 反 ，Harr 系 是 无 条 件 基 ; 车 Lu* 可 分 
HRAS, Lut 有 基 而 没有 无 条 件 基 。 


ide, = (00...0100..) (1 =1,2,-.) ， 称 (е), 是 单位 阿 
量 系 。 易 知 {e,}?-， 是 任何 hw 的 基 、 无 条 件 基 和 对 称 基 。 本 节 
主旨 是 回答 ， 在 等 价 意义 下 单位 向 量 基 是 否 是 hy 的 唯一 的 向 量 
基 . 与 基 理 论 密切 相关 的 有 空间 同 构 理 论 ， 即 回答 1 有 无 子 空间 
5E PPSD 同 构 ? 更 一 般 地 ，1w 有 无 子 空间 与 另 一 个 ly, 同 
Fg? 这 是 本 节 的 另 一 主 冒 。 | 

首先 给 出 预备 性 命题 ， 

引 理 4.1 以 下 几 种 说 法 等 价 

d) MEA; 

(2) Iy-h,, 

CD 单位 向 量 系 是 1w 的 有 界 完备 的 对 称 基 ; 
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4) 1 可 分 

(5) 1, Жау 1“ 同 构 的 子 空间 。 

证 (1)= (2), SA. f 

(2) (35. 已 知 {е,)7-. 是 ly = 的 对 称 基 ， 如 果 sup| 
У] а,е, «1, Wisup 5 Mea)<1, 进而 X M(a,)<1., 3Җ i 


序列 {ajj3?- Elus ВП {е,)7-, 是 ly 的 有 界 完 备 基 。 
(3)= (4)=>(5), 82. 


O> (D. XP MEA, WE t, мо, ) 2"+1M(t,), 


Mc) «1/2 1,2,). BERE k, , <k,M (t,) < 


эз 
mn =1,2,... RJ Tk Mt) H k,M(2t,) >1 (n-1, 


2，…)。 于 是 对 任何 数列 (а, }-, 


1 ————k 一 一 一 一 一 一 一 太一 一 一 一 

-Sup |а, | <| (aitis Gibi, +, 0111, G,t,, s, G,t, > 
一 一 KK 一 一 | —k, + mtk, 1m 
ат, е, m) ешр |а, |. RÆ O 0 +<, 0 0… 0 
—k,— 


0000-6) (olde 张 成 的 1 的 子 空间 与 三 同 构 。 
引 理 4.2 нкан | 

аз Ly, Ls B 155588 ЫЬ 

(2) hy, 和 hw, 的 单位 向 量 基 等 价 ， | 

(3) | Mi,M, 在 0 җә р, ИШ ТЕК ;>0,К;>0Җ11,>0, 
当 0<t<t 时 м, (jemo KM,(kt). 


证 (0D, (02500, BA, ME DSO) < 

车 (3) 不 成 立 ， 存 在 tas MOD <1/2" , M,(t,)> 
2"M, (nt,) (n=1,2,.…) , WK, 1/2"! < K,M, (t) x; 1/2" 
(n-1,2,-). 
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一 2 一 | 
v bay), SED Aim 


mkn 
id x= CE, oeo Lig жө», t, 
Pu, (mx) = 332 "k M, mt ) < 12k, M, (mt,) 
Tu] п= | 
+ 5] 2"k Mt) 
"uri 
Hj Y 2°К M;(nt,) < 5 k, M, (t,) 5) E «oc 
пат пер "emer 
了 可见 Ом, (тх) «co, 即 x C hy, “但 是 
ом) È EM S X ou 
Hil XE hys 与 (2) FA. 
MESEK Eg Me 
-J MOD ocs) pompa 
Ey, ^ ={ M) 0<А<А h Eu= 人 Ему 
Си = С, A 
л> 0 


Cu A -COnvE,,,, 


| 拓扑， 我 们 先 来 证 明 Еш Ж 


这 里 的 闲 包 取 自 с[о, 


1р, 
c[». +] жй. | 
事实 上 ， 对 固定 的 x>0 和 бег, cl 
Мм) _ мона |< Па lu ul р |a | 
мо.) мо) беге 
2141-4, ADA 
M(À) кер, p(Àt)| 
«121-2, | MA) <2|t,— t| 


Mt) 1 " Mt) , 
35 OS) <. (0< t < 5). 这 表明 { MO) :0<А< д | 


љс[о, +] таан men yh, iota e, cunt 
列 紧 集 。 列 紧 集 族 的 交 也 是 列 紧 集 - | 


EMEA» M 一 站 人 一 <o<oo(0<X<A)。 同 上 推理 可 证 


以 上 诸 集 皆 为 CC0 12 中 列 紧 集 。 

. 定理 4.1 ik M,M,CA, ly,Sly 的 一 个 子 空间 同 构 的 充 
分 必要 条 件 是 Mi 等 价 于 Cusi 中 一 元 。 | 

证 必要 性 无 得 于 一 般 性 设 MOD = 1, XXE (Yl 
(ej. 分 别 是 Lu, 和 1w 的 由 单位 向 量 系 组 成 的 对 称 基 ,了 是 
从 1м, 到 Ls 内 的 同 构 映射 ， 依 熟知 的 程序 ， 选 出 (и), BS 
子 列 (u, о ТЕ ЭЙ] {和 \,}?-， 和 递增 自然 数列 (0,7... 88 


© „= d: ме; 是 ly 的 单位 向 量 (n=1,2,…) H. 
+1 


i-b. 
Tu; 1 1 А 1 
' 一 n | x -一 М = 1 2 TI 
та р [o7 005 2.) 
Pati 


设 g. (t) = | > М(А;1) (п= 1, 2, UC), EH 工 = | t, | 
i=pnt+! 


psi i 
= > М(А,) 可 知 g,C Ca, (и=1, 2, +=) à 由 См: Ж, 


(g,)z-. A T F) (En) 8-25 En, > € Су»; (k>) 。 于 是 
> GyU in, 在 1л. 6 арн, 在 Ls 中 收敛 全 218% (a,) 


жае) e Co KHB., Quis )7-, 的 线性 闲 包 与 1o 同 


HJ, 但 fu1}?-, 是 Wy 的 对 称 基 ， 更 是 子 列 不 变 基 ， 即 {u;}?-, [ul 
(un Ji Ei RAM Lv, S 1, ig. ЕНИ BIA 4.2, М, 


等 价 于 8 。 
. 158 。 


充分 性 设 ME Cy,,. 注意 到 C,,, BUR КР EF Ey 1, 
Mt) | 
映射 А Q 是 从 1, =(0,10 到 Б, BERE, т. 


意 地 延 拓 为 Bl, (HÀ, JR 1, BüStone-Coch 紧 扩张 ) 到 Eys, 上 
的 映射 oM.. Ih Krein-Milman 表现 定理 ， 存 在 87 上 概率 
BIHE ш, di 


MID = | mao) ое 
BI, 


H 
3 

SK t | 1 » &(I1,)750 - A 

二 每 一 个 AA — N 

Hg —^4 n, 4 A, EPUM nd, -o* HERE BI。 上 概 
率 测度 4， 凡 集中 于 区 间 (0,4, ， 而 且 


A, МОМ) 


Mít) — ~ 一 一 一 -一 
| i 0 M) 


d, О.) | ауан 


(т=1,2,—,о<г<1) | 


ri=l1 Да 


取 定 T Occ 1, js. =f _— 
=» < Жо, "Јел. MO 0509, JU 


E 


Xs Meta. -1/2'3 < MODS 325, MIA, t) 
21/270 
更 有 | 


>] Ca, IMCA, t) - 1/2 M cos Y C0;,JMri-14,t ) 
jmi d i=1 


+ У) M(ri-1A,t) + 1/2"+1 


< M (e;,JM(ti-1A, t) + Mel) A, iul 
у=! : l-r VLES! 


(n7 12,01) 
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жк, 使 X сарм (o e) mp2. ML 


т, 
R. ka 
D Ca IMA) - 1/2 SMA) Y CIMETA, ) 
- j=>1 


+МЧФ +1 (mine) 
当 u(1,) 22 0 B, À Ad Y, М, y<1, À. > 0, 使 M,(t): 
SYMA.. TELE 


ks 
:G E а DMCA, +УМО 1) - 1/2°)<<М, (D< 


Уса) М(ті- ІА t) 十 一- ми) 


+1/2" (n21,2,-) (4.3) 
将 全 体 自 然 数 分 成 _ 列 五 不 相交 的 子 集 UL). 每 一 含 
有 互 不 相交 的 一 列子 集 (00,)5-,, Жр 75, @ Гал 个 自然 数 
Cj =1,2,.) , m Non 只 含 一 个 自然 数 m,. id 
u,= 24,4 Seg e, + em, @m=1,2,- 59) 


J-l єл, 


Wi (u,);-, 3 La 中 块 基 列 ， 由 《〈4.3) ， ш.) 1 的 线性 闲 
包 一 一 lx 的 一 个 子 空间 与 I. (00), EME. 

判断 空间 LP (D 是 否 与 ix 的 一 个 子 空间 ME, ERAS 
可 以 使 用 定理 4.1. 下 面 给 出 一 个 更 简明 的 判 据 。 记 


. MAD с} 
ам = SUP fa q: SUD М(А)19 一 
МА) 
= Lu 
Bu = inf {ч: ,ij } 


y 1<ам<Вх HB,«co*92MC A. 
定理 4.2 设 ME A,、 以 下 说 法 等 价 
(1) РЄ Сыз 
(2) # 等 价 于 Cuni PARR 
. 154 . 


O I? [ACE 的 一 个 子 空 间 ! 
(4) PE Kass 8 ， 

证 — (00-05, RA. (2)6(3) ， 即 定理 4.1. 
ISA) . Ë p«ay, MA r,p<r<ay. 由 ay 定义 ， 
在 在 C9 使 M (м) < CM (A)t' (0А, t. 从 而 对 一 切 
8€ Си, BECOSCE OSI). REA t? AKF Cya PE 

faex. p> 也 不 可 能 。 
OSC) 。 先 设 av =Bwr。 对 于 每 一 个 r, 0<r<t， 规 定 


WA Т Taa) = -LED 。 容 易 验 证 Te 是 从 Cwy Сн, 


上 的 连续 映射 (0<4<ID . A Cursa dE CCO, 12 rp XS, 由 
`Schauder-Tychonoff 不 动 点 定理 ，T: 有 不 动 虚 加 EC BH 
$«G2 4$ C060) OKD 。 m 
Aq. = 108ф. CO /logz, 则 Br(T) = 12:, eG") = (704: 
(nz1,2,-). 


又 据 &cc,, LO < $ O.:, 得 sos r, 从 而 el. 


鉴于 Су 中 国 数 的 导数 的 有 界 性 ， 在 在 A0. — 

I$.) - OD] «Alt-s|. (t,s€ (0,13) 
6, Ар t€(00,0, WE n, t«v. 于 是 对 任 
何 t, 0<t<1 有 | | 

16.0 - t?:|<|é (t)—- 6 (01 + G0? tt] 

«A|t- "| (1771)4« — (1)? 3 2A(1 - 7) f 
А tl, 因 C, E. (60 有 子 列 一 致 收 ATF XT t. iX 
4221, t*C Cy. Hp T C;,C Cy, 出 已 证 之 (2) = (4) Я ас 
Сам, Bui, BH q=ay=Buas f 
现在 设 ау <Вм› РС (ay, Вм). 由 Oy Ви 定义 ， 存 在 
An, U, w, 4 0, O0<u,<u,<w,=<1, u,/u,—0 B. 


М(и,) . M(u,/2) MQw,) < M(v,/2) | 
a, c 2t" w^, (v, /2)* 
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(n-1,2,*) (4.1): 


1 
=Å," M(tsw,)s (Pt)ds 
А M, (t) =A, ! NE ( | . 
1 

= M Qs 0* ds. EU М.Є Cy ws 

此 处 4。= |, Ме» 
(n=1,2,.) . 

作 代 换 y=ts 得 


一 ' (P+1)d 
M,(t) = A, 11Р (а. MOW, ?у- y 


_ ш/а -| M(yw, yy" dy 
=, e (Lue ) | 


m (4.5). 
аво, УГ. =u, juzo (noo) tnde elt 
全 人 
d. 6. 


.于 是 由 (4.6)、(4。4) 式 得 


A; perfa jw MOyWw)Y ?+ dy = tP 


ee Mw, y" + Обу 


SMO, М, 72) amy Сш). Ma, [Cos < =i 


Azur Mow.) y Cry ` 
t 


P+1 


EET NOR -) Moro 


n 


这 表明 M, contrer |е, | Rar, 注音 到 w。0， 可 


Wt^cCy. 
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推论 对 任何 Luo. {у p 1, (E OU 与 ly 的 一 个 子 空间 
Ig. E MEM 
证 x; MEA. Шер 4.1, L, 包含 一 个 与 !” 同 构 的 子 
空间 ， 从 而 可 包含 TTE BMC A. gil 
从 Cav,8,2 中 随意 取 p Bhuj. 

这 一 推论 局 部 地 回答 了 著名 猜想 “ HAE t Banach a 

B 0,0—7 5 c, mE lol 同 构 的 子 空间 ”。 

引 理 4.1 已 经 闸 明 MGA; 时， 单位 向 量 基 是 1xw 的 对 称 基 ，*: 
以 下 将 讨论 对 称 基 的 唯一 性 ， 先 给 出 一 个 充分 判 据 。， 00055. 

EE 4.5 W MEA. Cy 中 不 含 与 M 等 价 的 函数 ， 则 在 等 
И F e e 是 Iw n 对 称 基 。 

证 设 (fos 是 ly 的 另 一 对 称 基 。 ЩЧ 0. ):-. 与 
它 的 每 一 个 无 穷 子 列 等 价 以 及 每 一 f, уп] xev] (е): 的 级 
FO Па ЛЕ пр ER, MEERA (0022,, B EE 
列 aY WE Us 


nad BIZ 5 ; boe E К: 
f= у gu. M мао M, пре 001,250.) 
P-gQ.ti t= q, + 


M usus 8 (UZ. S. ЧЕЙН ME A, ， 如 同 定理 4.1 
WIES g= E MO € Cons 从 而 {8,}?-， AFR 
{Enk ?Tors En (х) >g (x) C Су» (k-=o0) , 关于 x 一 致 成 立 ， 
MIRE (Oia FAF L 的 单位 向 量 基 71-06. 

以 8 АМ, DL (eru, BÀ (7,91. «ий. 可 


Үл+1 


ён . > Q^ . El LEO L2 (п = 1,2,- te Je 
J = rn + J— rn 十 , 

б. MxN GIO. @т=1,2,—) UTAS ат M,. Ай 
J= =ra+l 


i£,5-. 等 价 于 Lx， 的 单位 向 量 基 ， 由 引 理 4。2， мм, Sr. 
线 合 两 个 过 程 可 知 ，WiCL) 是 如 下 函数 列 在 СО, 1 上 的 一 致 极 
m. m 


aei: "ansi ма, S t) 
-di - 
M,(t) im Jj ма, s 5 


nom i2qadld јет, 


Qu+1 
这 里 lim 2 >e Би M(t,s;)« d. 
"t i=9, +1 j= Tunes 


_M(t,S; E aili Н е СЕС. (zoo IS. 22, 


EDM, Cr) 可 MG" 


d ATA, MM CCS BONG da uta 
(в уте, TIHE) елу. 使 еа, sj] aks 1, 
2,—). KEIN UMS а, Gas 8 {е„}1-, 等 价 ， 定 
pris. 

JEDER 4.3 条 件 不 满足 ， 即 使 L, 自 反 。 也 可 能 有 站 个 或 更 
多 的 不 等 价 的 对 称 基 。 为 举 反例 先 设立 引 理 4.3 

引 理 4.5 RH), Кох) 是 定义 在 (1,1) OLD 上 的 
-连续 、 非 降 、 凸 函数 且 满足 

(D H(D- к) =1, 0HOD,KQ) «1 


н 09, 


xK' (x) 


Ko) = 04101) 《 比 时 蕴涵 HH 和 K 满 足 4， 条件) . 


H(x), t&x<l 


是 [1t? ,1 P JEER, 
则 函数 百 (x) = {ноок(2 ). = x 
ву, ЗЕ Н. CT ОО < p 
Н (x) 
证 “用 是 下 的 连续 非 降 延 拓 ， 这 是 显然 的 。 当 101, 
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_ c HO? -一 H(t) tH’ (t) 


t Í H(t) 


-2H'(D. RREH), ЕС, 


1) 工作 为 两 段 西 曲线 的 并 ， 其 导数 在 连接 点 处 渐 增 ， 故 H (x) 
在 [t?,1] Er, Җоң tt<x<t 时 


хн’ (х) __ Y/tK' (x/t) _ yK' (у) (1<у<1) 
Н (х) K(x/t) Куу 


JA Ce xH^ Q0/ НО) <р 


现在 构造 一 个 例子 。 取 定义 于 [5.1 ] L m m во 
M(x) ,$00 ,使 其 满足 引 理 的 4.3 全 部 条 件 并 且 有 M( 亏 ) 76 (5) 
= 和 <1。 使 用 数学 归纳 法 ， 将 MM,$ 延 拓 为 [0，1] БЕ. Ж 


1,227777 (n=1, 2, +) 。 设 已 将 M,$ 延 拓 为 Caen DE 
函数 ， 满 足 引 理 4.3 的 条 件 以 及 | 
Mtana) ФСЕ З, 1) = A 

现在 继续 向 СЕ ва 12 LER, 8 . . 
М(х) = Mtt, 0 6Q/ tuu), Фох) = ÓCt;, NT 
CÓ a >X Ёз, +2) 
М(х)  Mct,,,,03M(x/t,,,,5, 600 = CELL DOCX] tzaiz) s 
(snt >X t- ag) | 
М(х) = Mct;UM(x/ts,0, 6002 @#(ts,,s)M(xfts,.s), 
(Ea a ХШ» завд) | 
HIGIE 4.3, M, ф ХЕ (їшї, Л 上 满足 所 述 要 求 ， 同时 
Мі) ФСЕ) = МОТ оз) ФОЕ as) 
= М? (13,4: 2/0? (ts,+2) =M? (tni) /@2 (fs 1) = AP" 
HEMO = 600) =0， 即 完成 了 延 拓 并 且 M，$E A,. 
由 lim M(t,)/%(t,) 299 M, ф 不 等 价 。 


依照 了 两 数 构成 方式 直接 验证 
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М(Е;, ax) 


ф(х) .= ` MC, P (ty, 1i) 
"MOD = POR (t, ax) 
$nc3 


EF M, PEA (tuu, Causa) EHE TIS. ir) 使 
I$ 00 = М(х) Мв) |272", 
М(х) - ФО хә) Фог) | x2 "(Om xl) 
再 据 lim M(s,) = lim PFa 20, M, $ X EL 176 C93, ДОШ 
k | | 
- [$60 7 CUM GM Guo | <27", 


IMG) — C1/étr,, 33é(r,x)] 27" (0cx«l) 


由 此 推 得 X4. Xo e XUI -| М‹з„а„)<Соо з 


Ме) 


Эме, ›< со XI, MES 用 引 理 del, 4.2 证 


$t, 
表 申 已经 用 过 的 推理 可 知 Pa 同 构 于 l, 的 一 个 由 块 基 列 张 成 的 
子 空间 ， 从 而 UAFA, Elux OX RAWLS uY, Y 
是 l, 的 子 空间 。 由 Pelezynsky 分 解 原理 

le 1 DY x lalu Yz l l = LGOOXG 1, = l, DX x ly 
Bn Ly 同 构 。 但 $ 与 M 不 等 价 ，14 的 单位 向 量 基 同 L, 的 
单位 向 量 基 不 等 价 。 从 而 Pa 中 与 1, 的 音 位 向 量 基 等 价 的 对 称 
Ab] L, 自身 的 单位 向 晤 基 不 等 价 ， | 

这 一 例子 并 不 奇异 ， 人 们 甚至 可 以 举 出 一 类 Orliez 序 列 空 
间 、 兴 两 两 不 等 价 的 对 称 基 有 不 可 数 个 之 多 。 

称 NN 函数 F 为 极 小 N 函数 , 乃 指 Ern 不 存在 真 闭 子 集 上 ,使 
映射 T, (0<t<00) Е T, ECE. 换言之 ， 对 任何 GE Er 
有 {1}7-1， 使 Tiic SRE P. dr N 函数 生成 的 空 ЕЕ 
3 Orliez 25 јар. 1^ (pos) AE Отс јар, JEL 54938 5 
Orlicz 空间 的 例子 见 C31， | 
~ 160 。 


定理 4.4 车 下 是 不 等 价 于 任何 x" (AD 的 极 小 ай, 
则 15 各 不 可 数 多 两 两 不 等 价 的 对 称 基 。 

证 HF 的 级 小 性 和 Pelczynsky 分 解 原 理 ， 对 于 每 一 个 
GE Er,1， 均 有 lg HF lre 所 以 我 们 只 须 证 明 Ern 中 含有 
不 可 数 多 互 不 等 价 的 函数 

著 Еһ. 中 仅 有 可 数 多 互 不 等 T" 
价 类 仍 记 为 下 ， 对 自然 数 i, k, jg U ба 


1 H(x) 
A;, -{не8, — 0 
d PIX G,(x) 


ni A; i4]. ЗР Epi. Hi Baire 纲 定理 ， ax A зї 


RO. 由 FF 极 小 ， 对 任何 HE Ep dit, W HO Eo T 


ШЇП ҮЛЕ Ж ECEL.O, 使 对 任何 t , TECE) -BHEO 
等 价 于 H(tx)/H(t),. 故 Er, 中 仅 含 一 个 等 价 类 ， 即 Es 中国 
ЖЕРЕ ТЕР. 

2OWPPOt., 0<t<1, 4E B, - (HC Eg, t нахуунсо о} 是 
FERE L) Bs DE... 由 Brl 紧 ， Ju, U, B, n 
Н А5 s, 081, dit, насе 使 Froy/PGpEo 


1 - F(stx) 2 (0 
LT =< FGDFGO -<k e <х<1). BF эи; fk 4. 条 


xk (021) }. 


件 存在 C , в 


1 . F(sx) | 
- =< uo a 0 P xl є 
C FEC) SC (0<5, xs) F 


H G. Polya, G.Szegd, “ Aufgaben und Lehrsütze aus der 

Analysis, 2nd edition, Springer-Verlag, 1954 的 Problem99 
得 知 FGO 等 价 于 某 x^ (D. БИНЕ. ШОР. 

由 于 Ly 的 每 一 对 称 基 都 与 某 一 Orlicz 序列 空间 的 单位 向 其 

基 等 价 , 定 理 4.4 意 味 着 ， 一 个 Orlicz 序列 空间 可 以 有 不 可 数 个 

互 不 等 价 的 表现 形式 。 或 者 说 ， 不 不 可 数 个 互 不 等 价 的 对 函数 可 以 
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生成 互相 同 构 的 Onlicz 序列 空间 ， 这 个 出 人 意料 的 事实 是 序列 
空间 特有 的 。 
$2 几何 参数 和 一 致 非 1;! 性 


本 节 集 中 讨论 空间 1w 的 装 球 常数 的 - -种 表示 式 ， 围 线 长 与 空 
间 自 反 性 、 可 分 性 的 关系 ， 一 致 非 LO 的 判 据 等 ， 推 理 过 程 表 
现 了 对 序列 问题 的 特殊 处 理 方法 ， 其 中 许多 是 不 能 平行 移植 到 六 
数 问题 上 来 处 理 的 。 

首先 建立 若干 预备 命题 . 

引 理 4.3 it MEA4:. 对 于 c,s>0， 存在 0>0 ,使 > M(x;) 
«c, У) М(у,) <ó f IR 


| D M +y) - D Мх) |< 
ЖА I 是 任意 的 可 数 指标 集 ， | 
证 明 “与 第 -- 章 引 理 1.3 雷同 ， 此 处 从 赂 ， 
推论 设 MEA4A:， 对 0>0， 存在 00, 使 33 Мох) 20, 
‚моз —— 8h Sl (х,-у>а. 17 是 任意 的 可 数 指标 


icI' 


集 . 
证 Aw. 
引 理 4.4 i MC A.. 对 S5 EA, x= [x А à70,. 
有 x 的 子 列 y = C0z., ,自然 数列 (0,97. ЙӘ 
d) У] MOQ; PLS (21,2, 9), 
ор 


Op- 


(2) 31 Mo," -y LS (к= 2,3, im, nk); 


(3) 3: MO: (®)<8 (К=2,3,еуп>К). 
i020, + 


证 由 于 |x,” |<M-10D G,i=1,2,..) 、 用 对 角 线 方法 
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` 


从 x 中选 出 子 列 ， 仍 记 为 (073. WE 


lim xi 二 和 (i=1, 2...) (4.7) 
a Q, = 0,50) = 300, 取 Q>, 使 2. MO) <. Hi 
20, 


(4.7) 对 @,， 有 六 ;全 1， E m,noN, MX Mx, - x. 


“0220, GYV sE, W >O, E XS MOD LO, 
-Q.*1 


2 
` о, 
对 Qu, WENN, 使 当 m, n>N, mp E Me™ - x0) 0/2 
| i71 : И 


LOA yt) = G), АТАТ E, БИЛЕН (уе). 
已 经 满足 Q) 和 (2) . 

车 只 有 有 有限 个 "7(j 21,2, m) 不 满足 (3), 财 从 (У). 
РБ р n. 个 便 得 所 š ud Xj, 现 设 存在 n; ki. n к, 


> MO, CD)zmO(j 1,2, э. 这 时 不妨 设 . Ki k 2> UP 


mr 等 ， 因 车 只 有 有 限 个 不 同 的 ko WERKES ky 则 从 
а PEIRA tj。 个 ， 则 得 所 需 子 列 。 
取 自然 数 m, ma>1 (а 是 由 56 按 引 理 4.3 推 论 所 得 的 下 
XD 。 取 поп, ЕЖ (2) 。 


Ok ; 9, 
У MOP- y D< УМО, C= y, <0/2 
“Qk. j^! . i>i 


ok; 
由 引 理 4.3 — $ Мон") >а, 从 而 ， 


kil, 
n ы l: Е п | ы | оь; n 
pa (yt) = M > M(y,"5zm > > Му, » 
ke d-Ol Q1 | Fico SLE 


=>ma>1 
与 yE Sy 了 矛盾。 
引 理 4.5 E MEA,、 则 对 任何 s,0<e<1， 有 x€ Sw -使 
2 163 。 


fu CO =e. 
”证 存在 и, Ou, <M 1 e25), 


Mr iu)psimo (k21,2,-9 . 


—Ce/2M (u) Jn 7-(e/2*M (u,01— 
'x = (u, u, Ujo esell; ө m Ире ое сао; v) 


则 руб) =. xl зем, ; [nen <È Lo 但 对 任何 整 
Am 


COPDE Bb Ir >» ) 


>È zas M(( + 6) 99) 


Ewa Mene 


ZZ. 
. 在 ME A, 的 前 提 下 ， 可 以 为 空间 lu 3| 3k E 00 3 4E 3k 


4,m- 2,3, 对 国定 的 XE Son (E) 是 关于 сє sor 的 


ук, гена „дик е0, ваа (2) = 1. аи 
1<с, <и. 

定义 d,= sup {,:рубх/с,) =1/п} (122,8,-). 

我 们 先 来 立 明 d, 的 几何 意义 。 以 x 记 Su 上 无 穷 点 列 ， 
D,(x) = inf (О xG + eee Exx 00) ue xU) € xY, 这 里 
inf Wi x —BJ n 点 组 和 一 切 正 负 号 排列 ， Xjg D, =supD, (х). 
D, 是 这 样 一 个 数 ， 若 r 运 D。， 则 有 无 穷 多 个 单位 向 量 ， 其 中 任 
何 个 组 成 的 平行 2n 面体 的 最 短 对 角 线 不 小 于 n 若 r> D,， 
则 不 存在 满足 以 上 要 求 的 无 穷 多 个 单位 向 量 。 

а 16 4 -9% 


引 理 4.6 47 MEA, W] d, -D,(n-2,3,*-). 
Zu | 
证 任 给 E 汪 0， 有 ESy,py (>) = 元 ,cy> 中 -=, 令 


Cy 
х = (7107:0У0У,0У0У,0У,0*') 
x(? = (0y,060y,000y5000Y,***) 
x (000y,0000000y 00») 


x= {xP} CIy, Eat), XU)... . X.C x 


xk) xh) + uer ХОВ) y 
ou 人 — E пом (>) 
d, € 


а =E 


> (2)! 
» 


Jl lix ah sene Extol >d,- e. 这 表明 D;GO2d,- e, 更 
4 D,zàd,-t. HF e f£ Xi, D,—d,. 

以 下 仅 就 为 奇数 情形 证 明 D. cd, 

任 给 620, MER x€ Sy ' 


d 


ч 


d, x 1 
r 一 - 1- 
py CX/(d,  £)) < КЕ on( d, )<» (1-8) 


这 里 s, = £/ (d, t €) 50. 由 引 理 4.3 20750, 48 D М(х,)<1, 
> М(у,)<0 E . . 
; €I N . 


| > М(х, + y,) — > M(x,)| < Ei 
ë Ir #ЄІ' n 


E c0, [EM 0<4<М-1(1) 时 Мошу<сМ(и). 
对 于 5, 的 无 限 集 x ， 据 引 理 4,4， 有 x 的 子 集 了 = DUI 
和 1 =Q, <Q, <Q, <e RU 
E MY) Oc (k=1,2,.., p<k) 


POQT! 


ИОК І А 
"S Momo y, «c/o (k 22,8, , p,qzzk) 


imi 


e 165... 


[n - . 
у) M(Q?)«06/c (к= 2,3... ;p>Kk) 


тор. 1+1 


RIERO +y- ee yt ym 
| o 


ym = (> 2 
2 I = p= P 


d те TT 


yi E - у, e "y 
+ u (> w 


注意 到 


оу (2) (3) у 09) 
y, 一 У, + uu y: -) 
> м( а, +€ 


«Xo, ELA (S) + <° у; m 


dt 


< PU [ө e) y, ] 


- 


十 ee + m=; n-1 (D y, e] 


E 
< C D {My -y 
n-i it 
2c n-1 ó 
П "-1) (0) - EM p _——— = 
tee MOTD = Xm un 2 sS) 
从 而 
91 a) (2) .ooo y, С) (1) 
Уг + Уу; hdd CN ) (3: ) Er 
22м f d, += < м d +e n 
1 
«Las, ) — 2 
x 
9, (1) y (8) 4 oy (9) 
Su Ci Tres >.) 
М BN d, tE 


°, 
LOT 一 (1) 
"EE ,.Z,, МС" 1)y,0 
++ Mr((n— 1)у,'®)} 
9; 


<— У {МОУ Оу + MO; D) + <o +M (y, 
n-i i=Q, +i 


c ô _ 
“ч (m-l) < = 0 
从 而 


j y, 0 y D= ec y O ) 
2, M( d tE 4 


о; (2) 1 
< > м( yi )'i«c 
i-0,*1 d +e n n 


eeeese. 


(1) 1“) ... SS 


(D). 一 (n) 1 Ееее 
p n s ei 综合 上 述 讨论 ， 


m 1* 


( y, O  y(0 — ess — yt") 
Pu — dae — — 


)<1. зву куа es - ym 


<d, +e. FEED, Y) <d, +e, UE D.) «d, ee. HER 
2 的 任意 性 ，D,(x*) 近 4。 再 考虑 x 的 任意 性 立即 可 得 р,<а,. 

以 下 使 用 d， 这 一 工具 给 出 装 球 常数 表示 式 和 一 致 非 1.2) 性 
的 两 定理 。 

定理 4.5 1, 的 装 球 常数 记 为 4v， 则 

(1) Ay-d,/(d,42) (ME AD, 

(2) А„=1/2 (ME A). 

с) 是 第 0 章 定理 0.43 和 引 理 4.6 的 直接 推论 。 今 证 
(C) . W Më A,. X tE # Bj 69, du, 40, u,<1/2" В. 
M(2/(2- e)» u,)>2"t1M(u,) (n=1, 2, +). H IE SO k., 
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+); J c>0, M (c) + 


1/2'*! < k,M(u,) <1/2" (п=1,2, 


~ Xk. M(u,)= 1, в 
341 
———k,——— ——k,-— —-k,— 
(C-u, -Uee —U, WM, #** lbo Mas из) 
Lk 一 一 大 :一 一 к: 
А 
хб) = (c UMS. Ц, Цзе — U, ИШ, nn ann) 


х= 


—k,— ——k,—— 
— Uj... — Ly...) 


—k,— 
и.и, ru, 


8) _ 
xQ = (C uu, .u, 


» 
ево soo 


01 (7 1,2,9). MHF izj 


(Gí) (j) 
«= 


2 
这 表明 Р,(х)>?2-е, E D,>2- e. 因 e 任 意 ，D, =2. 从 而 
=1/2. 

定理 4.6 1, 是 一 致 非 LOUCn2>2) 的 充分 必要 条 件 是 
Mc A Fid, <n. . 

证 必要 性 Ж MgA. Ы Ef se>0， 有 u>0, Mu 
<1/2"-1, M йт Ж 9>0,-у,- mM 
= gri Меш) +m2" Mn) = 1 (п=1, 2, e. 

一 一 人 一 一 


将 序列 段 Cimet I Ue, (e и и... и у 


аз CU, X 


^2". 
xD = @UUU.--.-UUoo-:-) 


"2 7312 一 2 一 


xs (VUU U U U» Uoo) 


* 168 . 


хт! = (vU UUU-- U UUUoo--) 


x"? 2(9UUUU e U Uoo-): 
Bux =1 (21,2, ,n . 而 | 
Q) + xD LE Lee О) | 
ox(- x xeu. DEW ) >т тм(_."“ ) m2" Ma) 


Jut xU е хен 一 e。 与 一 致 非 L0 398. 
车 d - n, Wil xj e 0,É yE S,,pu(y/c ,) =l/n,c,>n-e. 


置 
nrn ena eana ` 
xO) 一 (?10…0 yas0*0 у ,:0•.0»*•) 
一 大 一 ena cna 
х0) = (0y,0«**0 Oy50**0 Oyg30r0--) 
| —n- ennan —n— 3 
X(3) = (00y;***0 00Y;* 0 00 y s*** Oee) 
一 其 一 一 站 一 一 下 一 
xo? = (DeeOy1 Ovce*O y, Ov -0 yg) 
易 见 хк = yl! =1 (k= 1,2,6, ку. 但 对 任何 符号 排列 
xÜ) + x() + est xb = + ) 
_— 一 n Ji 
" n-e PLG n-e 


>n > м( 2 )=1 
了 А 


i=l 


ATIO ха а орн es。 与 一 致 非 1.0) ЖЛ. 
充分 性 Eod, Ж E — dE LO fg, 则 有 一 列 a 点 组 

(xU DxU, Du xGY CS, (k= 1,2,--) 使 
limpy(. MEL MM жм” )=1 


k=% 


(4.8) 
对 任何 一 种 符号 排列 均 成 立 。 ~ 
记 
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I0i)=4i€ I: |x i) = max | xici) 
1<;'<8 : 
(k=1,2,s.,;, ў -1,2,-5,n) 
则 可 以 断言 ， 对 任何 j, 1<ј<а 


lim >x: M х0 + RE ZIP MEME: ss. + x, m) ) _0 
Ac е (k, j) n 


(4.9) . 
SEXE D. d (4.9) 式 对 某 j, 不 妨 设 jen, Tor. ME 
070, (fh | I 


MI — X; ХА, р) y 
aen n r | 27 (4.10) 


对 无 穷 多 个 成 并 ， 这 里 无 妨 认 为 对 一 切 k 成立 dd 


1-1 
А, [ie remi px mn] >|, 
71 


xi, 。 3 x. n>) 


=з 


k -1 
B,- [ie on jx eS > | S xe E 
- Pei 
k-1 
x, 5. Exo) 
: jei 


€, - [ie 1 |а, "| < S хо, 2) Ë 


i=l 


х=". S x, (k 02.0) 


j-1 
D, = (ie 1," nj sx, 0| < x 6m Ë 
， jml 


x, em. bm (& 00) 


i= 1 


налә, S, X, , D) 
之 0/4 之 中 至 少 有 一 个 对 无 穷 多 个 成立 。 
今 若 ,之 m(> > xn )>0/4 (k=1, 2, >), | 
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ET (& 6D + xt, dE + 从 D ?一 xG, i) ` 
Ом РА 


Ў М (х; (& D» 


E n n Ra it 
p luam 1 (6,09 
=< M( >x; +— 2 XM (x, , y 
icd; n 


п ХУУ jmt 


+ м(2. >< 0,0) ) 0/4; 


I SMa, cof 1- oj (21,2,—) 


IE 


ЖМ CLE RFA. ШИ 
не X M da ix, te. у> «=, но. на, 


192, 


lim S14Í -0, ИҢ xe Ev p)< Y! M(x, ^?) 
b-9i€D, n “i€D n = :EDL 
x, " ") 

«cm X M( "ya (ko) . E BERGE о/4 + 
盾 ， 因 而 不 妨 设 | 

> w(- уаз (k 5 1,2,) 

єр 
采用 与 上 段 相 同 的 推理 可 得 E 

ox (=: ОО у aoe pelk TED + хб, "eise 


n А 1 


x м(2 јх ) 29/4 


СС H 


也 同 ( 4.8 ) 式 矛盾 。 至 于 X, 
iep, 


也 同样 是 不 可 能 的 。 断 言 (4.9〉 式 成 立 ，。 
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约定 ,车 |x) = D]e max [xin], 


itg jj, 
Ij < п 


出 令 ic 10 1049, JE 1% гүл? фе} е ју), |] tp 
` : M j»li 
=I, (k-1, 2, -on ) 


记 es -p (1- Ф—)>%, d 引 理 4.3 存在 0>0 ， 使 当 


i€l* iecel* ` igl’ i , 


+e. h LIEZ (4. » XX, f ko kk, 时 
Y cL 1 ~ х; (А п) оо entem (4. 11) 
A oM i'i 
于 是 kæk, 时 ， 由 (4.11). 


， xU D xG,2) 十 sse 十 x, m 
pu( 一 ` -) 


r, 


U, D 
- X (ue, 5 xen) 
"j=l зеру) n 


«Au вн C) 


i Be enn 
一 iQ — fa) 
xig 4.5 Xj. 定理 证 毕 。 


Tib т, ERE, TOURAN. 构 
造 狂 的 证 明 。 

定理 4.7 1, 平坦 的 充分 必要 条 件 是 MA. 

证 .必要 性 设 抽象 函数 8 (0<5<2) 满足 |16" = 1 
(0<з<2); 8"= — 42; lg: —g |= fsi- s| (061,5, <2) 

对 于 s, 0<5<2, fü k= 1,2,.. 


о 5 8 一 ge 2-s Er +E 
& cg s + 59 2-3 
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从 而 


-М(&,°);>0 з AAD 
ERA e -g= s, [в'°+ gsl =2-s, lal 1, # MEA, W 


_ 05 g? ， 0 s - i 
to (88 )=;, o (58 —)- 1. 于 是 


s 


o Su s s ү, Ss (ctt у Mes) 
244 2 2—5 
2 (858) pu Cg )= 0 


=-уон(-#—#— g E )+-25 


联系 (4.12) FN 
M(g,?) (s) 


2-5 g, tg, ) К 
+ 了 M(— TE. (c - 1, 2, +) 


同样 可 以 导出 
M(8,') = 3 м(. В тё ) 


+ 2. TEN в, +В -) (k=1, 2, +, 025-22) 


由 Mq) 的 偶 性 知 Mq = Mq, (0 二 s 二 2) ， 从 而 
odg = lg] «2 К=1,2,...) (4.13) 


8 
RÈ MG) -1, Eko 160,120. SEM MU, ERE 
топ ` E 
DEM M = gi, Hi (13), 15 |= |в" |G = 1, 2, 
0 ` 0 


-e,2n – 1). У ё, = -Ekte MON jas (Qxj,x2n- 1) 满足 


ds js +1 
Bi, = Ев т = – Ek, ” 
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j.+1 j^ 


м» " al E . . HEN | ^ . 1 . ' 
这 样 一 来 ， 一 方面 la * -gr | sl jl > 
n n n 
asd Ja jl | A) 
0 一 2》， 另 一 方面 pn(g " -g" )>М (Bk, п -Eg, п 


=M28k")>0. FJ. 


充分 性 因 MEA, 由 引 理 4.5 存在 x" c8,,94,(07» 
1 。 | 
=< ¿+ >, Du (Kx) = оо (А1) n= 1,2,...). 


< 


T£ C-1, D 的 全 体 有 理 数 排 成 以 -1 为 首 的 无 穷 数列 ; 
-ler,, F; ту, I 
H: s 的 函数 а„(з) (0<5<2) 
а (s) = [7^ (О 51-7) 
1-5 к, (1 — r,<<s<2) 
显然 lasCs)1<1 (т=1, 
(nzl, 2, e). 
构造 в (0<5<2) 如 下 ， 
g = (a,(s)x,Ü!) a, (s)x, Da, .(s)x 2 а, Cs)x, (а, (s)x ir f 
a(S) X eee) Е 


对 国定 的 s, 0<s=<2 


. m= 1,2, ...) s 


2, «0c s«2), 19,00) = г, = -a,(2) 


Pulg) = > 3 Mta, (s)x, 5. < 5) È Mo, ШУ 


-1 k= n-1 
L-] 1 . 
<5 —да— = 1 | | 4, 014) 
в | » А . 


又 对 任何 А221, Hres -l<ra,<1, 使 s+rn。 与 1 充分 接近 ， 
KAE ACs r1, Baa (271. ДАЙТ 


pu (Kg) = У b M(Xa,(s)x,U)) . 


> > M (Aag, (5)x, 9) = oo 
k-1 . 


ZE 8181 21 (0<з<2). 
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由 a 定义 以 及 а„(0)= —а„(2)(п=1, 2, +) 立刻 得 到 


取 S19 Say 0=5,, s, <2, 易 见 
a,(s,)—a,C(s,) |<: 

UT —— ааа Mu n=1 2 ... 

| $,— $1 ( 2230) 


《 当 且 仅 当 a.C) 在 Csa sJ 上 为 线性 时 等 号 才 成 立 ) ,于 是 
o (E888 )- 3 Xi (82 ) 


$1— 35 k-1 S, — S; 


«3 DMa) 
1 


яп k= 
而 对 任何 ADI 
pw 人 е $3 Xu 2602600 о) 


а= k-l S, — $1 


>M 入 2105.) —a,(S;) к) 
үза . $3 — 8, 


= EMAD) = оо 


105: —gs: = |5,— 8,1. 

这 表明 (8°) 0052) 组 成 了 球面 上 半 长 度 为 2 的 围 线 ，! 
平坦 性 获 证 。 

Orlicz 序列 空间 1, 的 许 多 几 何 特性 都 与 空间 的 自 反 性 等 
价 ， 这 不 仅 有 别 于 一 般 Banach 空间 ， 而 且 有 列 于 Orlicz 函 数 空 
i, 作为 准备 ， 先 给 出 引 理 4,7。 | 

引 理 4.7 MCA, 的 另 一 说 法 是 ， 对 6>0， 存 在 se>0， 使 
М((1 + ему < (1+ OMD HRUE u R- 

证 充分 性 取 m, (1+e)">2, Ш Лу н, М(2и) 
<M +e)"u)< (1 +ó)"M(u), 

ДЖЕ ЯҢ До ји, М(2и) < KM(u). 取 e,e(X - 1) 0, W 
М((1+ £u) = М ((1 —a)u + e (2u))< (1 — 8) М(и) + £ M(2u) 

< (1 —e+ Ke)M(u)< (1 +ó)M(u). 


作为 本 节 结 束 ， 给 出 一 个 “一 揽 子 ”定理 。 

定理 4.8 下 述说 法 等 价 

S» lu EE МСА, PV E 

(2) EÁ: | 

(3) Ly 一 臻 非 方 

(4) А„<1/42, 

(9) girth(S,)> 4; 

(6) 1, 一 致 非 1.0) (2) 

(7) ly ХАБ 

(8) „%ШИ-- (NUC) . | 
证 O>) 见 第 0 章 定理 0.36. 若 (1) 成 立 ， 则 


ME "7,。 由 第 一 章 定 理 1.8， 存 在 6，0 一 6 一 1, W ж M(-) 


Map» 


之 


<0 


(O<u=M-1(1)) 。 对 此 8 .援引 引 理 4.7 , dj e— 


使 


u 1 u Mu) 
соим! (1)) 
这 样 一 米 对 任何 x CS, 


(5) X р> BM Jel мео Ыз 


这 表明 c.«c2 –е, Ж ЇЙ d,<2 -e2. 联系 定理 4. 617 A LET m 
是 一 致 非 方 的 。 即 D>). 

(3)<==>(4) 是 定理 4.6 和 定理 4.5 的 直接 推论 。 

(2)&(5) 55 0 зд 380,38. | 

现 证 (1)<>(6) 。 已 知 (1)<>(3)=>(6)， ME WEI 
n>2, by 是 一 致 非 „О! 的 ,由 定理 4.6，ME A, fld, п 成 立 ， 
我 们 只 须 再 证 MEY:。， 即 有 6，0<06 一 ! 
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м( н )<ө MG) (4.15) 
n n 
A Л и Rr A ER 860, Җи, 0<M(u)<e, m( =) 


m0. HUE EK т, 1-є<тМ(и)<1. 又 取 0020, 


тМ(иу+ Мо) = 1, Ш МО) <e. 置 
| s £ | —m 一 : 
X= (UMU *** ПОО е) 


и х esos) emat) vC) 


-E 


> Ma) > 一 2 。 这 表明 


. TË ex(- taip: )> 


c >n e)? EH Ч„>м(1-е)'. de 的 任 Eb, d,2n. F 

JE. d (4-15) REX. — 

(1) 二 (7) 显然 。 现 证 (7) 全 (1) . 1, EB F hs 亚 自 
5. dk dim (1, */hu) = 0. ж Me A, ‚ 则 dim (Ly* Ам) 220 
(Ly/h) = оо. # Ме YV dim(Ly* /hy) zdim(T1y*/1y) = оо. 
政 必 有 МЄ A.F `7, 1, B E. 

第 0 章 定义 0,25 之 注 表明 (8)=>(1).5ШЕ (020095 АЯШ 
自 反 性 蕴涵 一 至 Kadec-Klec 性 (UKK) .其 实 只 要 ME Au 
UKK. | | 

MRR, WA s 盖 0， 使 对 任何 2/7220, 有 (0) CU, 
sep(x 9) >e, Хиос), T lx? | 1 — e^. | 


€ 


因 ME A, Wk e, ERE CELERE 


РА 


再 由 引 理 4.3, 存在 ó- 7/5, 使 当 py (x) «1, pu (y) 96] 
pu(X+y) -Pu <S . uia (4.165 

又 因 ME As. Ee 0, (EMSL ео) 7-1 9/9. X 

RW (хус, sép(x?)ze, xO) xt (т-»оо), lj] 
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Di - e. ДА ру(х0) 221-5. 


Mio E D Мєх'®)<0дОл/5.-РДЕҢ (16) 


i= igt! 


[3 


Y M(x, -x, (0) 


ето i-i 


Bà OED MR x;/UIx(9(P-1,2, e). Hen gg 
in 


K, d D MOG x0) 9/5, | 33M 050» - Mex, ) 


то. AHA n 


М(х, * 9/5 (4.17) 
ort! 


+ 


| > Mx) -p(x») — > M(x,) 


io 
«d MCX + 7/5 


-1 +1/5 ~ (py C?) - M MK 


了 十 | 


le. (1..7 5. Y. 
I (1 т 1 ) = 37/5 
由 4.17) ， (4.18) XX 


pu (uiu —xQU0)) = У! М(х.) — х.) 


i.i 


+ P) M- <n 


于 是 х -xO < e/2. >24 n, m 6550, поети, х0 
<e, Àj sepix ") он. ДЕНГЕ. 
$3 gy 性 


Orliez 序列 空间 Clun * Hao 和 Claus ° Hal e Rl dE 判 


据 多 已 获得 。 为 书写 简便 ， 引 进 记 号 ， 
“ME scc0,qj” 表 示 М(и) 在 0,0) 上 严格 西 ， 即 对 任何 
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и,ъЄ с0,а7, ио, aM, uto 2 )<5 E (M(u) м0). 


“М Cuc(0,a3” RI: M(W FE CO, a) иу, АН 
220, f д;>0, M и,т 6 (0,0), |u-— v| ZemaxQu, v) 时 


Ec utu У )<а- 6) M M(u) — 


各 种 由 性 判 据 如 下 表 所 示 


~ бо, a | а-аа 
aa 7 aA | * ñ | : 
——^ 3 du — 09 o ^ (203 
| А» A: i A: 
de Hoo | velo M^ (123 ucLO.M- G3 5122. нс9, M-1( l » 
| 
| | seC0, M 103 
— L213 ту - у 
E ^а : | ^ 
uc ,qN-10)) | uc, o N-'C3232!.— uet, a N10») 
pa-an | PF |gongm mn Hegna com m V 
B—5m i ER 
(263 g2 [22] (233 (2438233 
PAY Aa 
seC0,M- 42. | . | | "P 
或 \7 ;及 mp | sco, M-( i )3 | mA ! FB) A: BE 
Н { 
scE0, M- LCSP | || 
| i 
Cty diy ^" «By (34 Т (253|c233 
Ai Va i А А, . NA 
восе, №110) 1 X | осо, ФМ) | MÆ | ooa 


本 他 仍 只 讨论 [1w E t jw， 而 且 只 给 出 颇具 床 列 空间 特色 
的 局 部 -~- 致 止 、 弱 一 致 凸 和 k 一 致 贴 的 判 据 的 证 明 。 

首先 将 严格 古 判 据 列 出 而 不 予以 证 明 。 

定理 4.9 ly P“ há s 的 充分 必要 条 件 是 MEA 和 
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MC se[o. u: (+). B NETT 


Јо оао ER EE E PR. 
|I 4.10 1, Во E p E: 
(D MEA; 


(2) M € sc| 。， м(2)} 


(5) MEV: R MEsc[w-'(2)， мт |. 
证 必要 性 [ар — Жн ERA Jen, 由 定理 4. 9 立即 可 
得 (1),(2).。 若 (3) 不 真 ， 则 Moo 在 区 间 Ca, 256 M- "(M 


wo ] enmt tte Nt n fE 


M (us хм (2 -je2 de» 

取 н,220, МОБ) + М (u) =1。 取 自然 数 m, 和 v, 0 pud 
М(а) + М(и,) + m, Mau) xl, M(a) + М(и,) + (mi + 1) M(u,Y 
>1 同时 还 有 MC + Man) + m, Mn) + MC) =1 (k= 12, 

eR 
xt = (bus00-**-) 


^M. | 
х0 = (аш, Up U+ U, U.00...) (k=1,2,..) i 


Bm xxtoES -1,2,). X. 


AC) Cit) meme) 7 


+M( "2 0, 2) = МО) юма + LiMo + Maa) . 


mM) + Мер} +m ма) Meo) | 


н) HY- nem (u(t) 
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- Мою уф м( E )- “2? (k= 1,2, 


Ep (и, ү: M) | _ m,M(u,) | M(u,/2) 
注意 到 m, [м( 2 ) D -— 7» Mu, /2 


ifle 1 | Mo2 ок чү a 
Jes lat -1| 00-0) 以 及 Mu) EM Qu) 0 


(Коо) 。 得 到 


х9) + x) 
pu( 


5 )=1 (e o0) 


m PPS [a «у». лонгон ien ce 
0 (k-»c0) . 但 pu (x — xt) > Мф - a) (k-1,2 zu "d 
Jü. 

充分 性 BEERE (OO. CO 成 立 而 1w KERR- 
的 ， 即 存在 x", xCS, @=1,2,.. 


pr( x EDES (п-» со) (4.19) 


mix- х|—/—0(п->соо) 。 不 妨 设 


pu -х)>а>0 @m=l,2,. (4,20) 
1. 证明 | Е СОНЈ 
f 28=limsup|M(x,) - Mc, | 0. (4.21) 


n>% k > 


如 不 然 ， 则 有 {x”} 3-， 的 子 列 ， 仍 用 原 记 号 ， 满足 . 
sup|MCx,) - Мех") | ->0 (п>»оу ^. 1... (4.22) 

&1 D А t . 

此 时 显然 lim |x,C| =|х„| C=1,2,.), 我 们 进而 断言 
lim x," zx, (К=1,2,...) eer (4.23). 


R -~ o 


否则 ， 有 k. 9 使 《必要 时 可 取 子 列 》 lim xj PEE 


(n) (n) ca 
pu( Xt )- SD (SIR) e (tn qu) 


кю, 
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<j $3! EMG) + M(x,)3 + Моаи) EMO. 
bed, 


_ Мох?) Mog) Xp 十 XRD _ ) 


-—1- М(хь„) (n—=co) 
Hj (4.19) X. k (4.23) 式 成 立 。 ім 中 依 座 标 收 敛 等 价 
ТК. X. ME A, AP H ЖЮ, Bk py (xt) — x)—Ü(n— оо) 
5j (4.20) 相 了 矛盾 。 于 是 (4.21) 成 立 。 
H (4.21) 式 ， 对 充分 大 的 n， 不 妨 设 对 一 切 n, fj k,, i 
" | | 
IMG) - Мохи) |в (1=1,2,..) (4.24) 


2. 证 明 ME se| u-:(), M^ (» | 是 不 可 能 的 


先 证 


` : хь? М + T 
M( ххк -)- CLIP, Мо. ) 0 (n—oo) 


(4.25) 


如 不 然 АА 不 妨 设 存在 070, 使 
(2) (m) 
M(E <a - a) Moo s Moa. 


(n- 1, 2,...) 
联系 
° x+ x” Xk, + хь? ) 
pu( 2 )- w( et 


+ м( X + x0 ) 
kt 2 


0) MGR + M Gas) 二 Моц) + Qu» 


b. 


=! --®-(М‹хь„) + М(х) ) 1 -SE 
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与 (4.19) RFA. (4.28) 式 成 立 。 
不 妨 设 Xka Xos хь >X (n>). H (4.24) Xo xXx, y 
可 以 设 xx. X} 4.250 取 极 限 | 


M (e + = Mo + Mx) 
2 2 


这 表明 MAD 在 C,x,/2 上 是 线性 函数 .由 O, RIE Сх, 
«ocpe() eo] mese). imo]. 


从 xir m MD (уж È Mou) 21 可 知 ，n 充分 大 


Hj, (k, 至 多 是 两 元 素 集 .因此 (0: 有 子 列 ， 仍 用 原 记 号 ， 
” 当 于 充分 大 时 人 重 55 Fko Bp Xen Xk = Xoe > $ pe E m xas" 
=X >X e 现在 证 了 明 `. 


lim x," = x, (КК) (4.26) 


如 不 然 ， 有 k=k,, s> 09 以 及 inii WARE |M(x,) -M(x i) | 


De (i=1,2,…)。 念 前 段 讨论 可 得 Мех) 2 fx” = таце 


-MU(D). и, 于 是 当主 充分 大 时 


2 = pu(x) + oy (XC D) Z2 М(х) + M(x,) + М(х, ) 
TM(x,UD)2 
这 一 -矛盾 证 明了 (4.260 式 为 真 。 
3. 证 明 MEY: 是 不 可 能 的 。 
#мє Vas 则 有 r0 
7 1 І | » 
M()«( - r)«w (4.21) 
由 引 理 4.3, #n>0, рм(х)<1, ому) n #1 
lou (x + У) — pu OO | <rB/6 ' | (4.28) 
e 183. 


取 m>ko, dk МО) <min (m 22). B (4.28). (4.27) 
AS | 
px( ara! ) )<> “М(х, + Moa P) 
= 9 


у r8 S M) 
+ м x Ды 6 <> 2 


+ 1 S Moy) (;- г) 33M Gu + TB 
2 2 л (4.29) 


-l-r У М(х) + 7B. 
Е= т 


m-i 


由 《4.26) R, n FEKIS, D (M(x) - M G5 


Ld 


— (М(х) M(X) < 联系 m 的 取 法 及 (4.24) RE 
PU =>} MO) 一 моу 
-(3 > (M(x,) — MG, ®у) — MG) -M Ga) ) 


+ (М(х) 一 М(х?) + У Mo 
iem 


»8-B.B.B 
>B 3 3 3 
(n) f - 
代入 (4.29) 4, Py (二 人 一 ; «l-- "B e = 1 一 B. . 


与 (4.19). 式 相 了 矛盾， 定理 证 毕 。 
弦 一 致 凸 判 据 也 有 相近 的 表述 形式 ， 
定理 4.11 1, 弱 一 致 凸 的 充分 必要 条 件 是 
C) MEA, | 
(2) MC Va 


o @) ME sc, MT c3 x euo, M (+ Jl 


证 充分 车 MC AsN Vnue[0, w1(2)].m 1,— m 


( 见 定理 4.12 证 明 ) 。 当 然 更 是 弱 一 致 是 。 
ЖЕ МЄ А, NV: П зесо, MICI). i (x0)2., , 
| х) + y) i 


ху?) а Sati E | 


| 5 — >l (n->co) . 

因 f. 自 反 ， 易 见 弱 收 和 全 等 价 于 按 座 标 收敛 。 设 有 d. . dE 
[Xio 1977 [222,020 (п=1,2,..у) ， 则 因 MEscr0,M-I(1)] 存 
在 4,79, g M(E TIIE <a - a, Me + Мугу?) 


(-1,2,- 。 从 而 
хб 十 (n) x; (n) +L On) 
„Ср ) png) 


‹л) (0) CH) _ Ay CO) 
ERMEC P Jerom ng) 


ж 


u 1-9, M(E) 

х Jus T x, U — y, C0 (поо) Ci z1,2,-— . 
必要 性 W— Som BOB Uu, kE MCA, 和 ME se 

[o. v (3)]- 0 itc a scant 同样 W 法 可 得 


M CVs. 
车 ME se| M (3), veo] fme o sam mm 
成 立 ， 则 有 [ao， 的 c( (3), MO), Moo 在 coste 


线性 的 3 且 存 在 i.s UNO, u,—u,, и, — U Ze =u, WW E 
u, 十 Un 1X M(u,)+ M(o,) 
M (= -)>( x) 2 


(п =1,2,...) (4.30) 


取 自 然 数 m, ， 使 


min ( M(b) ~ М(а), 1 ~ M(b)) > m,M(u,) 
= ліп (M(b) -M(nD,1 -M(b)) (n- 1,2,«) 
又 取 4, >0， 使 得 
МО) +т,М(о,) = М(а,) +m,M(u,) n=1,2,.) 
Fie, >0, {E 
M(b) +т,М(о,) + MOC) = M(a,) trm M(u,)+M(c,) = T 


(021,2, 


т, 
х = (bo, v, De U,DO«) " 
(n = 1 (Ayr) 


=—m,— 
y? = (a C t Uu, sssi ОО.) 
Ex, y00CS, (121,2,..) . 
因 М) — M(a,) m,Mqu,) -M,M (V o xm,M(u,) « M(by 
-M(a), ў a—a, X, ka, b (n-1,2,--)2. [X] fii HH (4.305 
X 


ху” x bea, NV 
Pa —) E м( (02 ) 


+ М(с,) +т, M( t) 


c$g(Mo) * Ma) + M(c,) + MCc,) 


十 (1 一 E Jm, CM (1,) + мул} 


1 (11 a) (5) ln 
>z( 元 )Koutrt ›+ру(уЭ)) =1 7A 1(п-»оо у 


Вр + у®[->2 (n>). 5331 —J7 fü 
Mb) - M(a,) «m,CM (Q4) - M(v,)) 
. 186 . | 


zm ,M(u, ~ u,)Zm,M(zu,) 


em, M(u,) >e” * L.min(M(b) - Mc), 


1- M(b)) 50 


这 里 e’ d. Mice Mao, (OcusM^()).- AW b-a, 
—{>0(п-»соу . BH x(?— 3*0 (n=) 是 不 可 能 的 。 与 弱 一 


致 凸 性 相 了 矛盾 。 定 理 证 毕 。 
ARZA k 一 致 凸 与 一致 凸 等 价 。 序 列 空间 的 大 一 致 凸 却 
H k 密切 相关 。 
定理 4.12 1, 为 k 一 致 贴 (D 的 充分 必要 条 件 是 
Q ME A, | 


(2) мєисђо, M^ (--)]- 


证 必要 性 D 是 不 足 道 的 ， 因 一 致 止 蕴 洱 自 反 性 ， 若 


«2) 不 真 ， ШЕ] e>0 st, efo, w^( E )]„-э„>гш,Н. 
(ex )>(1- 1) Mer Me). 
n 
(nz 1,2,--) (4.31) 


记 w, = eC — Du,«(k«1)0,3(n 2 1,2,*), MMU, < M(w,) 


<M(u,)< pus АП Mn) +kM(wO<1, BEER m, 


lcm Mu, +kM(w,)3<1 ` 


BE 1,20, {# m, (M(u,) +k M(w.)3 + M(t,) =1 (п=1, 2, 
+). B 


—km,— т, 


xD = (w, Wa W, ии sass t,0Q«) 
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тт —km,— 
XE) = (Uu, uut, W.W. eW, tf 00…) 


LS mMm, mn 一 (天 一 Dm, s 
XOD = (W.W, Ш, ttt, Wa Wa °° wWw.t,00s.. Y 


—(k-2)m,— т —2m,— 
XOD = (W, W, 人 En t,00) 


—(К-1)т„— | —mQq —nm,— 
xe St = (w, We w, WM eU W.W, w, t ,00*** y 


(n-1,2,-) . 易 见 Pu (XC?) =m,M(u, у - km, MW.) + МОЕ) 
=1, ЫП хх»? бы(т=1,2,+ }=1,2,е,Е+1). Ж | 


ом( H xe, ) = CE+1)m м ("k и, ARW, p) eMis, ) 
j= 1 


= (k + 1)m, M( t TU. Pa) MC 


—¿k + 1)m, (1- 1y MU, + Мо.) 4 MC) 


-(1- uu. М(и,) + km, A E(k- DMU, ) 
+ (k+ DMQ,J «Moor - 1 yos Mo 
+ km,M Qv, + MC) =(1- зл (n=) 


.从 而 жөө! '—k+1 (1999) . 


id ofa) (а= 1,2,5). 
—(j-1l)m,— 一 了 用, 一 
f^»»z (О О ese eere QC, C, 0,00) 
(n=1, 3, + j=1, 2, =, К) 
mj fy =1 (n=1, 2, e3 j=l, 2, %3 k) 。 将 这 些 
үөү, RA A, 的 表达 式 的 行列 式 中 去 ， 并 将 每 列 减 去 地 
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前 一 列 ， 香 按 第 一 行 展开 ， 得 


c m, (u, — W, ) | | 0 
t A Ix | ， CoM, (u, TWA). 
. 0 " | 
! c,m, (u, — Wa) : 
k+1 | С 
= Сет, (и, =W, ТЕ т 到 uU | 
( ) c 2E (u — U,) 


) 


H (4.51) qt, m „а DMU > 二 ,所 以 cm =u IM^ ГЁ 


21,4 1 | 
Tu /M- (2(k+1)M(u,)) > 了 RETTT (n -1, 2, TE 
[kel 1 707318 fog ув 
Asc [ 2k ° za zl -( 4) 


Bj dy ИК Л JB. | N 
为 证 充分 性 ， 增 设 如 下 的 引 理 。 … 
2138 4.8. 下 述说 法 等 价 
(1) M net, aj; 
(2) ЖЗ [E se ua, bna 和 80, 有 0>0 , 使 当 
0 min(u, DL, max(r, v)«b, |[u-u|>=emax(u, EI 
t + _М(и) + Mc) 
u(*1* )ea-o Meo уме» 
G) IEA т >2, ua, b>a, es>0， 有 0>0 使 当 


0< min u,<u,, max u,«b, max lu тије máx t, 时 
llm 1<; =m C 1<і,ј<т «m 


м(? Xu и,)<‹1 o9 $ Умар. 


证 ^L Wi (1) = (2). x (2) ^H, 则 有 wo <a, bza, 
EDO Ж! и, USD, U, SU, u,- V meu, 0, dE ml mgo, ) 
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f _ 1 Me + M(u,) _ n > 
(1 Н O G= 1, 2, =). н (L, мп 


分 大 时 必 有 uua. Жу u, u, V >u (mco), Ши a> 
uve M(u) vp 3E SE PE t M(G +u”) /2) = ((Mu' ) 
+ Mo))/2。 这 表明 Moo 在 区 间 Со”, шо 于 是 线性 的 ， 与 
Mq) Cuct0, aMBTJá- 

再 证 (O00 。 对 给 定 的 иаа, boa, 20, 9 09. 
u,v 满足 О) 的 条 件 时 ， (2) 的 结论 成 立 。 

对 给 定 的 m>2 和 满足 O 条 件 的 数组 07-0 ЖОНЕ 


-E ш, = max uy u,= min Vje 


1«]«" 1 
车 m 为 偶数 ， 则 r 
А и, +u, U +u 
U, Tu, + +L, — + в 70у" 
м( ptus )= м(-- а - ) 
2 


eint) C3] 


M(u,) +M) + Миз) + Mu) 
2 2 І 


«t[a-o 
m 
sea MnD Маа) 1-1 $a 
2 m; 
_ Ó cui Maipo 1 мир, SMOD 
m 1 2 一 тл 1 т?л 1 
一 1-5 )- 


dim» IT 


i 
и - 一 -一 1- asat- { 
езтн.) = ( ' _ ro m ` ___ 一 一 ) 
м( т M m+ 1 ， 
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(1 xc =! PLE м[ c eno] 


=à: B ml EM ) 


I (Š) XR. Ham = 2, u, = (1 —e)a, b=a 即 得 (1)。 
现在 返回 到 定理 4.12 的 充分 性 的 证 明 。 


А kti 
DD ,A DE SN = 1,2,0) .pn ( EANA 
iml 


А 


к+1)—1 Qno) 对 任 给 的 27-0, ЖЫГЫ ШЕН n BEKA 


A, 7 АО, KD, us, KOAD) <DA (DD 是 与 n 353: BJ 1: 
қ. 
取 ect 满足 


(К+ 1)е 1 ' (4.325 
QuCO xl, pu(y) EE +2)в=>|ры(х +y) 

—pu(x)| <n (4,33) 
40x) < (c l)e lx || m ' (4,34) 


Ru, 0cu c MC (L1 Vi 


kM(u,) + M((1 +e)u,)>1 (4,35) 


Р, {i€ Emax( [x а) <emax |x, D|) 
i, " 


1,7 (4€ Tmax{ x — x, 650) semax |x, P} › 
, 


x mDj 21,2, ke 1) 不 尽 同 号 或 xi 和 六 司 号 
(j=1,2,-.,k+1) fEBmin|x,”%3|=<u,) 


= (4€ :max{ |x; P — xD |) етаж (|а) s 
Í 


ht + 


x, jJ (j -1,2,-—k-1) Ңтах|х, "| —4,] 
i 
(а = 1, 2, е) 
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由 于 MEA Ж Gat 的 单位 球 中 的 有， 说 有 35 
T iy <1 使 foo = Zay. 由 定理 0,21 


Уу Ox 029. 02) yy (0? ox D)e 
i=l ñ 


;, iml 


l 
| 
| 
l 
, ч ..... 
1 


х у Ох, 2,2) _ x, (0,0) SM Ox, (", Dg D)e 


P-21 


"Sy (х; kti) x0) 
i-1 
SYy, Ox, 0 He D ox 0D) xil 
. 1 1 
ii (}=1,2,+е#К) 
У y, 000х098 Dex, 050) 
=! 
EN К: 5 十 M 十 У yy, UO (x, 00 - x (1)... 
EE ij€l, iC] a ЄК : 
=sup | ... m" 
( 十 + SY уу (OC t D. xU De 
iE, Ela ЄЕК 


ЖО! 
‹ + > + $1 уу, GC) 8*0 — x, UD) (jo1,2,—k) 
K, ` . . 


ieh, 1167 FE 


" (4,36) 

将 右 方 行列 式 按 每 列 已 分 解 成 三 列 的 形式 展 展开 为 Y 个 k 阶 
Hn 将 这 些 行列 式 划 分 为 二 类 : 第 一 类 ,行列 式 中 至 少 有 一 列 
为 之 型; 第 二 类 ， 行列 式 中 没有 > 理 列 ， 但 至 少 有 有 一齐 


о, A a Tie a ¿L AP lou ine d Loco ` 
为 ра m "г, Gag > 型 列 组 成 . 易 知 三 类 行列 式 
+ K 


的 个 数 分 ! "pg ‚ ркт 1. 
首先 ， ma 和 ` 
+ 197. 


ГА ei id (0.01090. e) 并 注意 到 Уру És! Dx, >| 


«yp. xCó D o xn О! PULS (hz1, 2 EDT ]-0,255. k + D 
' ZZS y Da D — x D) eee 


+ 


eS y (200 0,0) — у C04. | 
éa d í _ "n 
: 2 : «k24 ці > (x<, ° D 


ER -x Cell (4.37) 


ST. y, x, iD — х,у» | 
{ I 


n* i 


T. 0.32) 和 了， 的 取 法 有 - 
p. (C lw OD х0 Dei = ме, CD x, ИТУ 


USEM ea CD) + [x C52)| +... + TRO 3 
In 


-k ] M 1: Eti ( ) ‹ 
ES T DA VT Gn N "AVE 
C ez (кут A э) 


Е t . 
= (k+ I)e- 1 5 IMP) =(К+1)є 
k+1 i=t i=l 


" 4.34), ion xn) eil. 从 而 由 (4 375 D 第 一 


类 行列 式 总 和 
00 EXA/« (8 -25k12579 G =1,2, +) 7 (4.38) 
其 次 ， 讨 论 第 二 类 行列 式 A,” .同样 有 | 
А, r szk 247 EG? -х,“ eih 


мохе = 1,2, sek +1) 同 号 且 min n DEM Bh, HE 


充分 性 假设 并 注意 到 |х,Э?|<м-ау в 1,2,6 E 212, 
kel) 联系 引 理 4.8 之 《3)， 存 在 6>0， 使 


wi ise )ea-o „1, моје» 
| k+1 p-1 ka 1 іт1 Ы 
(€ J,,n-1,2,) < Å>. (4.89) 


. .193 - 


E хуб ЯА, ЯКЕ ore x SIR, x msn 
lvi 
KOD ASEDIO] > XY OPL вка 1 个 数 


—k+1-p— 
x Dex E о O... O O 


APER, max(|x,5»? ax D] } = тах (|х, iij тпр, Рр} 
i i 


ls 
= 0- 一 wo。 
чан 组 (+1) 个 同 号 数 ， (jd 引 理 103, 4507-0 (E 
M(4À 2 е) «(1-6) È M(X, 0,2 n FE 
k+] Ji k+ k+1 
1 
MÍl-.- x, Oi) <M uuu Xe) 
(ка, p ) Cá = ) 
=< (1-— 8) 1 S Mec) 
=Œ k+1 = i 
1 k+1 N 
<(01-0) У) М(х) (4.40) 
k 1 j-1 È 


现在 证 明 Pu, OD x Dei) (n=). fn SR, HM 
有 子 列 ， 仍 用 原 记 号 ， 满足 ; p MOD — Xi (п ?1)) =o >9 


| Cj (n. 
(n21,2,—) . IB MEAs dic0, Bug DMSA 


m (-1,5,9) «0-9. 于 是 


M (l yen >| 1 ык e, 
一 — i = -一 -一 一 x Oi 
м( k+1 PD )] j k+l ja ск, ) 


1 二 十 上 , ) ô 
— ^, 
м( k+1 Au )]> 
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[ 1 мех, e, | 


kti ji 


- 


_ ó - x, D — x 0,0 дә 
> = -- У м(. t. _— J= 2 22 
k+l if, 2 ^ (k-ri)c 


一 矛盾 肯定 了 рыу) Ox x05 et) Cno )， 从 而 


fium! Boe х, Эуе, =0. MEE N,, n>N, BF, {ИГ 


(Eu? ox 00e! Cn. 于 是 第 二 类 行列 式 总 和 


XA « (2: - 196281 (nNo) (4.41) 
1. 天 。 中 自然 数 个 数 不 超 过 # 个 。 若 有 Ck+1l) Á+, D 


设 为 K， = {1,2, e., k+ 1), х; ("1) = тах | х,“ Dl, x (52) =min 
H 


[x, |, X (1) >x USD s. 从 x,CoD — xU) ex Cx, Ust 
(le). H (4.35) 
py (XU 1 )z M(x, D) + М(х 0) + MOX ZI 
>М((1+е)и,) +kM(u,) 1 
FREK PEZ KA. EK, = (nry n, n) 
Ey, C (xD ean ) 


i=] 


A n? =. езе ее 
п 


L 
уз xq —xQt e 


1-1 


(4,42). 


£ А і 
>! yip (ху -xk D) x 
i 


k 
> ук (tm — XW 1)) 


2. [lim 220 在 M(t) 图 形 的 同一 直线 段 上 (i =1,2， 
„Ку. | 
IHE ESSERE dX. 结果 知 有 N ， 当 п>, 时 总 有 
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M (x, Us? —x (D< (or Del = 1,2, k +1). 由 


, X. Momo > Mx, pn G=1, 2, 
` * s 


..., k+l; n>=N1) . f 
鉴于 〈 51 +IMGX0 D7)=1=( 31 rS G =l, 
1,07, а 1.0Ја Kg 


‚к, B LM ouo = M s па fk 


Ў) (Мх, 0) - Mos 0m |< 


е1 


@m>Nuj =1,2,°,k+1) (4.43) 
对 国定 的 i, j, - QUII 的 子 列 ， 仍 用 原 记 号 ， 


使 limx = a, G 73, 2,,k-l;i21,2,-,k) o H (4,43) 


Анов | 
Ў (Ма) ~M (a, |< 2ihegykri) (4.44) 


另 一 方面 注意 到 
1 


U M fo -м(- ә) 
eu 2 Qui) 之 


b 1 k+1 А ` 
< E,D) — PE о, )| 
>| r Mee мд X | 
1 + | 
-1- p (Tr Es) e) bien 
A RUBUS 故 


Beo 


raa) 


ES 
Ur г ma M 


«| 1 SIM OD) — M Lt z DAS | 


kil a 


à 
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+ [м| 1 РЕД 一 [Xa] 
k+l j= 1 "d k+1 j=1 ' 
—0 (п->ссу (i21,2,-, k) 


ш MM са, = Me Жа). 这 表明 ， 对 每 一 周 定 


的 i=l, 2, t k, а! ‚а, ML ТЫБ ДЕМ (и) 的 同一 线性 区 间 
之 内 。 设 此 时 M(u) =ри+д,( i 1-12, sk), ШМ(а,’) = p,a;! 
+d; (iz1,2,-.,k; j-21,2,-5k1). 以 此 代入 (4.44) X 


k 
I£; || S1», (1a; -a dn G2 1,2,, k+1) 


(4.45) 
А » 
这 里 与 = 2: pa,’ -а,!) (Cj =1),2，…KT1)。 于 是 
i-9] 
1 
J — 1- .—-. a, 了 一 aj!) 
a, a, pi Š; pi 1 5р, ( 
( 22,8, ,k 1) (4.46) 


3。 完成 定理 证 明 . 回 到 〈 4.42 у 式 (注意 此 时 已 经 取 了 
子 列 ) ， 有 Ne， 当 n>N, 时 有 


| > уа, 2_а, bes Ууф (а, k+i _ q. ;D 


| imi i-1 
A.” = "ma СІІ) ++ 
| 
| Эру ау a) ~ Dip kt1 a,!) 
k 
记 p= 3(1« 号-)， 将 代入 上 式 并 估算 之 ， 联 系 (4-45 
" 


k (r) 
O02 yaa ge 
| zr p, 2": 0а ааб: 


A.” < ... 
| 上 p А уз) 
(OQ. Vi e) а,2-а,1) + "iF ve 

PACH p, 7) р, & 


i j=? 
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(L) 
yn Pi yea, SERT ASE Убар | 
> D. POTE 
| | +m 
t Ck) 
之 yi — Di 08) саб - d, 1) И | 
7 1 
i > у — а уа а 
1-1 ， 1 
=< ... .. 
k р. 
E(P- уо) са a, 
=? 1 . 
k p, 1 
k р, 
xe- p, 2) ) (arr: a 
=1 
2k (RNC! COM? (09871. А02, (4.47) 
1 


注意 到 u, <<minfaily Aa, ,0;,* 11 « max(a,! ,a,?, -- T S: 


=<M-!(1) (C i=1, 2, ek), 所 以 min M'(u)=< p, =< 
ажи<М -1(1) 


max M'(u) Ci = 1;2，…)。 困 此 可 以 认为 不 等 式 (4.47) 


usus M -1(1) 
中 的 p= 袜 (1+ 2) p, 是 与 4.40) 式 之 前 的 子 列 的 选择 


Am. | 
将 4.47) 式 右 方 行列 式 分 解 成 《KE- DA k NIR, 
每 一 个 都 形 如 


(0 _ Dsi yo _ (у -An (1) kel 
c Ра ур) саг а; ) (> — yt DCS +1 ai ) 


пев 
(у _ 0" ую) саз - "0n. - oo уса! —@!) 
ns, п, 5, 5, 


н ғ $,,85,-*,5, С (2,3, ...,к), 这 个 阶 行列 式 至 少 有 两 列 是 
REAR, ЖИНА. Аш (4.47 式 化 为 


A," <2% (рМ CM (0991-5 0 q (4.48) 
1 


综合 〈4.38) (4.41 fl. (4.48) Ж, 34 n 足够 大 时 
A, [ct 2012 + cr ze 


+ Z*ki (CkpN7(1)M 7 (1))577 ANC] 
H 


HERT limA,-0. ERER. 

Mig 51 中 内 容 全 部 了 到 自 J.Lindenstrauss 和 L.Tzafriri 
02—52, 

82 中 的 引 理 4.3, 4.4 和 定理 4.5 J& T np EL'PUD, 引 理 
4.5 和 定理 4.7 ЕЕ СО. 表征 数 d, ЖШН АТАС", 
王 廷 辅 (3 推广 为 d. 并 证 明了 引 理 4.6 和 定理 4.6. 定理 4.8 £x 
STEE. AFM DEDOS 的 有 关 结 果 。 关 于 空 
闻 Cl le 9， 其 装 球 常数 的 表达 式 以 及 与 自 反 性 的 关系 也 由 
王 延 辅 等 找到 514, 155, 而 其 一 致 非 方 性 、 局 部 一 致 非 方 性 以 及 平 
I, MHRA, WRR, EELU 给 出 判 据 。 

83 中 各 命题 来 源 已 如 节 首 的 表 中 所 列 , 此 外 ， 在 Orlicz 序 
列 空 间 理论 研究 中 ， 王 作 强 5202、 陈 述 涛 和 申 亚 权 5253， 分 别 给 出 
WAHAI EAR, СОО АН ARDA REC 
AH JGYECER 4 18] ERER - 


$ * x Wk 
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第 五 章 “广义 Orlicz 空间 几何 


根据 各 种 不 同 的 理论 和 应 用 的 需要 ，Orlicz 空间 有 各 种 不 
条 形式 的 推广 。 本章 介 绍 两 种 由 含 参量 的 Young 函数 生成 的 矢 
值 Orlicz 空 间 ，. 然 后 讨论 这 类 空间 的 端点 、 严 格 凸 性 和 一 致 凸 
Tk. 


$ 1 X {8 Orlicz = [а] 

设 T 为 无 原子 测度 空间 ，E" 为 n 维 欧 氏 空间 ， 

定义 5.1 TxE”" 上 的 实 值 非 负 函数 M(t,x) 称 为 广义 N 子 数 
《GN 函数 ) ， 如 果 它 满足 | 

(1) X HUgtcr, x€ E", M(t,x) = 034 HR x= 05 

(D 对 每 个 ЄТ, Met Axis gi xq ` 
个 XE E"，M(t,x) 是 t 的 可 测 函 数 ; | 

C IEN tC T, ша МОЮ „о, 


ро 
CD. Е L>1 使 得 1x1< 121 时 成 立 
M(tx)<LM(ty) (ЄТ) (5.1) 
引入 记号 
M(t,c)-» sup M(t,x); M(t,0- inf M(t,x) 
Бале с — lz] = е 
不 难 验证 ， 当 M(t,x) ж ОМ], Mero) Ж T x R E ӨМ 
ра, 但 一 般 M(t,c) 不 是 GN 国 数 。 
定义 5.2 我 们 称 GN 函 数 M(t,x) 满 足 A 条 件 ， 如 果 存 在 第 
数 K> 2 和 T 上 非 负 可 测 函 数 6(1) 使 得 | Мот,2д(1))й:<о 且 对 
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几乎 所 有 ET 和 所 有 xE E, H 3E|x|2 (ty, RE 
M(t,2x) <KM(t,x) 
ЗИВ ХЕ x= x(1) =(P] BAIE 
体 ， 其 中 x( 切 的 每 个 分 量 xU СР) ВЕТ Бу НЕА, Xp 
的 元 过 相等 系 指 它们 几乎 处 处 相等 对 于 xE X， 规定 它 的 模 为 


pu (X) = | Met,x(rydt 


Orlicz 类 Lw 和 Orlicz 空 间 Lw* 的 定义 方法 与 第 一 章 相 辐 。Lw* 中 元 
素 x 的 范 数 为 Luxemburg 范 数 
\х = int( 0: py (E) c1) 
间 样 可 以 验证 ，(Ly* ,i 1) 是 Banach 空 间 。 
对 p>1，b>1 和 +CT， 令 
- = {xE E':M(t,bx) »pM(t,x); 
然后 定义 ho, CE) = sup|x], 这 里 规定 当 E, 为 空 集 或 无 界 集 时 - 
sup|x| 为 0 或 ce， | | 
引 理 5.1 Ttc XP REL С) HEE 
[24 C0 Lh, (t) (ШЄТ); 
M(t, bz COD) pM(Ct,z,00) (2,00) 79) 
(ez 1,2, .) ;因此 ， hos (t) ET E nal ERA. 
证 任 取 互 的 一 个 可 数 笛 集 {rora…}， 3H B RK i, id. 
поо = {79 S4 M(t,br,) >pM(t,r,) 时 
o, 其 他 处 
再 定义 Z1(1)=ri(t) | 
Z. (t) = ТОЛ [r a a DLS ODl Ff 
. 2.01), НАА 
(ке 1,2, 我 们 只 需 验证 :12 人 (全 >b COE 知 引 理 结 
论 正确 ， 
对 每 个 ET， 若 h,,(t)=0, ТИРИ 2,00) = 0, 
若 h,,,(t) 隆 0， 那 么 存在 Ww СЕЧЕ t| tehot) H M(Gt,bu,)>2> 
• 203. 


DM(t,u,) (k= 1,2,«) . 对 每 个 K， 由 Mt,w) 的 连续 性 及 {r,} 
OMBRE, (pie JE E Eu MR т, € {ri} EMO, br; 07 
pMct, r, O Hr; D ul, FEAREN, 4 ni 时 
filz, CO 12219, PILAM Аў ола |а, CO hos CO. 

引 理 5.2 如果 M(t ,np,s(t)) XETIS AES UT ТАКЕ ае. 
AB BAR, RbuHERICTO ,存在 某 zk 《t) 满 足 引 理 5.1 的 条 件 
KecE(z, (025600. 使 得 

0 


J M (5,2, (åt =C; | M(t ,h,,,(t))dt— со 


证 因 M(t,c) 也 是 GN 函数 ， 由 (5.1》 式 和 引 理 5.1 


“=| M(z,h,,,(t2)dt = limf Mt, | z, GO Ddr? 
E . Y-— o E 


<lim| LM(t,z,(1))dt 
E 


kt» ` 

因此 Ko 充分 大 时 必 有 | M(t,z, (1))4t>c。 再 由 T 的 无 原子 性 
和 M(t,hp,s《i)) 的 0.6. 有 限 性 ， 容 易 选 出 满足 引 理 条 件 的 。， 

定理 5.1 下 列 说 法 等 价 

(1) M(t,w) 不 满足 4A 条件; ` 

C) HERD, 6021, M(t,h,,(t)) FT ЕЖА: 

G) 设 有 数列 {0,)，{p,} 和 {gq,}， 其 中 {5。,} 非 增 ; {ps} 4E 
T, b,>1, p,7i, g,>90 m=i, 2, €. 那么 存在 关中 点 列 
(xs} 和 T 中 两 两 不 交 子 集 列 {e,} 使 得 对 所 有 nm，|。 Marxa 
=q h | 

M(t,b, x,COD P4, MOX») EE) 

这 里 {k,} 是 自然 数列 的 一 个 子 列 ; 


(4) 对 任何 s€ (0, D, 存在 uC ly*, |н, =1, 
Dy (lo) = ё; 
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(5) 在 在 uo € Ly*, [uslz 1, pu Qn) x1, 

证 DSD. ERR, MEE p. 01 (EMCRhQUO 
了 于 了 上 可 积 。 选 自然 数 天 使 b>, 注意 由 hg 的 定义 ， 
|a Sho CORIMCE, bu)«pM(t,u), ff n 


OL Mct, 2h, tat чс |, Met ,bth,,, 1) = 


p Ji М(ї,һь,Ь(1))41< oo 
T 


又 对 任 们 XE€E"，t€ET, |x|2>h,,,(t Bf 

| M(t,2x)«zM(t,b*x) pM, xX) 
tj (OD 不符。 

D>) 对 每 个 自然 数 n, HS] 3S 5.1, # # X n Ж] 
{2„,,(%)}% Riz, COO | uou b CON h,(t) B. 

M(t,b,z, (OD P,M Cz, CE) (Zasa (t) 550) 

(к= 1, 2, ese) Q EZR GD Е, 记 T, -T(h,(t) = co), WI 
{TT,) 单 调 非 增 ， 以 下 分 三 种 情形 讨论 。 

С) mesc A Т,)220, ETE N T, 的 一 列 两 两 不 交 正 
测度 子 集 {E,}。 因 在 E, E k—co 时 Z,,,(t)— oo, 存在 K, 使 得 
| Meza (aa. FAHEEe CE GLA 00 0) 使 得 


n M(E Z,a, (1))dt = 4,。 从 而 此 时 可 令 X,(1) = z,,, D, 


(€ mes ( nT) = 0, 但 对 所 有 nn 有 mesT,—0, Jt 
存在 自然 数列 的 子 列 {mi 7..0 тев Та — Ta, )>0。 以 不 交 
JÓRXMTa, Ts); (OR COO 中 {Enj},， 仿照 情 形 (一 ) 即 
可 得 到 需 SES (e RIS). 

(c E (CO 和 (二) 均 不 成 立 ， 则 i 充分 大 时 有 mesT, = 


0, 不妨 设 此 式 对 所 有 自然 数 i 成 立 ， 即 M(t, h(t)) 于 T 上 а.е. 
ДЖ (i=1，2，.…) 。 由 引 理 5.2， 存 在 自然 数 上 和 ест 
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(Zi, CU) 5500 fd 
[. М ‚гу, (1))dt = qis f. Mct,h,(t))dt oo 


dt = œ., FÆ JFE n] 8E AER, >k пе, С (TNe,)(z,, ,, C0 2600 {#1 
J. Metern ost cas |. Ма „иэ o 


如 此 下 去 ， 便 得 到 所 需 的 {es} 和 {x, (0)}= (2, (0. 
(3) => (4) € bie, p,- 2", q.= gc -1,2,), 
WE (3) vbt (x, Ce, T eE x 
uv CO = [0 tce,,nzl, 2, •- 


0， 其 他 处 
那么 出 (3) 


о 


ом) = У) | MC ,x,(t))dt = E= 


n=i.e 
ч 


йк lu, <l, 但 男 一 方面 ， 对 任何 正 数 L<i, ff m>1 使 得 


1 1 - 
l+ 一 去 于 是 3 
um ^L? 于 是 仍 由 《 ) 
. Mot) VN «1 2f*«€ 
[ue em Xf, Meso, n»n Et 


Wii ge ПИК Ж, ао = 1, 

(4) = ©) ER. 

(5) => (1) 与 第 一 章 相应 部 分 相同 。 

定理 5,2 Lw 为 线性 集 的 充 要 条 件 是 M(t ,u) 满 足 A 条 件 . 

证 与 第 一 章 相应 定理 雷同 ， 

定理 5.5 Lu 中 模 收敛 与 范 数 收敛 等 价 的 充 要 条 件 是 
Mt ,u ilie АЖЕ. 

证 必要 性 由 定理 5.1 的 《4) 即 可 证 明 . 今 证 充分 性 显然 范 
BUA GRR. EERE. ou) (n>), 
MARHE, ИЕК ОЧЕ д а oc 满足 | Me, 200004 
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一 


Соо 且 对 几乎 所 有 (€T, 只 要 |x|>ó(G(t), 就 有 M(t,2x)< 
KM(t,x), 


, * ».. 1 
对 任 给 5 二 0， 选 自然 数 m 使 272, ВА 


| | ма, Loca | M(t, Òt) dt < 
T £ T 
ja T,= (t€ T:]u,CO | ó00), y,Ct) =u,Ct)Xr (t), M # T 
上 处 处 有 IY DIKO) (п=!, 2, =). X ox Qu #88 
M(t,y,(1))—>0 (m 00) , h Lebesgue 控制 收 全 定理 


lim| M(t, ly, (idt =0 
aoj T & 


_. А 1 
于 是 存在 Ni 使 得 n>N, м меу. 


HN и> руби) < 


Кн , Win max(N, NƏ R$ 
1 1 l 
—u,)<| Met, у, (ә M(t ,2"u, (t))dt 

oz.) Cty, Cd tar, (t,2"u,(t)) 


<у+к"| M(t,u,(t))dt 
2 TNT, 


1 


221 
2 . 


1 m 1 
< +K"pu(u,) < + 


这 表明 za 充分 大 时 ju 吕 委 es， 定 理 得 证 。 
$2 端点 与 严格 症 


, ， 我 们 称 XE€ E" 是 GN 函数 M(t, u) 关于 t ET 的 一 个 非 严格 丁 
点 ， 如 果 存 在 y,zC E", YEZ, x= ytz 使 得 


` 


м‹т,х) = LMG) + MG, — (5.3) 


。 207 。 


M(t， 关于 1 的 非 严 格 呈 点 全 体 记 为 K,， 当 K,= ФИ МОГ, uy 

是 严格 下 的 ， 使 得 K, 非 空 的 i€ET 全 体 记 为 Dan。. L sya 
定理 5.4 руд. О m 
证 HEX ELK, m, GO, т) = ((X,,Y 0) ME" 


` = < 1 A -а. 
所 有 满足 [х К, bie, [x y > p UAAR 对 所 成 之 
ji. EN sx BE. i, du : 
C B(k,m,n,iy= {iE T:M(t;- ‚ы Е > Mat, x) 


С) . 
+ ӨМ! D) | (8:4) 


出 GN BEAUX, XR xC E", МОЕ, x) 是 可 测 范 数 ， 故 
(5.4) 所 确定 的 集合 是 可 测 集 、 :我 们 验证 | 


Dy- (| MN ТЕС, т, i) (5.5) 
km-i:it-i f=1 | 2 ү, | 
从 而 完成 定理 的 证 明 . | 
任 取 tC Dy, 则 存在 x,y EE”， x=y 使 得 . А | 
/ Y 1 1 : 
Mit, x = #M(t,x) SM) (5.6) 


ЖК, m>1 使 得 mexcixl Iv Dk, (|>, 


对 每 个 自然 数 4， 和 由 Gk,m) 的 秽 性 和 M(t,u) 的 连续 性 ， 可 选择 
1 
(x iYi) C G(K, m) 使 得 max( |x,,|,|y,, D <k, x “ya l> 


B. 
. Xin Ty y 1.1 ~ lut — . 
M(t, ze uo. MG, 2+3 M(t, yi (5.7) 
Bir nu, tc A ÚJ Ek, m,n,i), 当然 更 属于 e 5) Rm. 


反之 ， 若 ! 属 于 (5.5) 右 端 , 即 存在 k,my1 使 得 对 每 个 n， 存 
‚208. О, 


在 (х„, X.) € СОК, т) (5.7) 式 。 因 为 
max(|x;,].iy,, D, e OG у,„)} р, B 35 3] ИЖ. UE 
Юе, ecd Ж F (x, y) 。 在 (5.7) 中 令 noo, BR J 
M(t, u) 的 上 是 性 和 连续 性 ， 便 得 到 (5.6 式 . 再 注意 到 
Ix- yo, f sut € Dw， 因 而 (5.5) 式 成 立 ， 定 理 获 证 . 

+ AHER’, у” CE', r>, р] E(x ,y ,rr) 记 所 有 t ET 
使 得 (5.6) Жар, УСЕ" УТ В. |х хи <r, ly 一 ?| 

. BOAT НК, AO yi, CX, , У,?, 为 所 有 E”" 中 
. n-(a 1 vr dicha EN una 
满足 |x; —х'|<(1- L) In» «(1 - ze 的 有 理 点 对 ， 
然后 定义 EG, n,i) 5j (5.4) 式 右 端 相间 ， 那么 类 似 可 证 
| Ex! y»! LE Ü A Ü Ed, n, i) (5.8) 
定理 5.5 存在 f， езент #80 = Pui 


M(t, Коев у 5 IM, f) + MC EC) CT) 


"E 


-证 ”对 任 给 自然 数 m 和 每 个 k， 令 (Xi,; IY) 2. WE" rp 


infi а »|ix€ Say ES) >E (5.9) 
: nm 
的 有 理 战 对 全 体 ， 这 里 Se 和 Si 分别 表示 五 中 以 xe 和 Ji 为 
二 442 XR бо 
Хэ 以 元 为 半径 的 开 球 。 出 定理 5.4 之 注 ， 对 每 个 ,i， E(x 
эз, ) 是 可 测 集 
- MP" А 
今 用 归纳 法 定义 可 测 集 {Fe esi: E 
Fis, - E(X,, ‚Уу 1) - LIEGG 21451) 
. : ' Jai : 
(i-1, 2, s.) (这 里 | EGG, 35,5127 Ф) DX CFL. pujaci 


7=1 
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已 经 定义 ， 则 如 下 确定 {Fo ri 。 对 每 个 = 1，2，…， 选 最 


小 的 自然 数 j= POS DIER 
S,,,C S, pp Sr, CS kiri 


然后 命 
Р 1 i-i ` 
Р, = Е(х,, Ynis) DG Fa; LJ F,,, (5.10) 
1 "-i 
不 难 验证 


En) A [ J E(X 31,51) = NL Dy - Ü E(m) (5.11) 
WA, CTS BR. 定义 
. (B (1), VCE) = OG,,,35,), ТЄР, CES 1, 2, +) 
Г НҢ (Си, (Ё), v (E00 ) zT FE) F Abhi k. 
X TEE), ffitiiMEtCF,a, We quo, u,(t)) = 
(Xi yi), MEC, у, rE, E ZES 21'Є8;,;, 
使 得 mE 


zi+z1 1 1 DEP 
m(t, 3^ )'sMct Z,) + zM, z”) 
Ш (.1D , PE i21 使 tCF.i 因此 Ct), ъ,(%)) = 
(X5... Yasi) . B {Fin} aa FS 两 不 >, iH (5.10) A 可 推 
iH 10, i,) = is, 从 而 S, i, =S] TEES S'a a TS, H. 存在 


25Є S5 is Za ES， 使 得 | 
27 1 1 TN 
M(t, SEL o Mb n) + S MC, n) 


如 此 下 去 ， 册 归纳 法 ， 对 任何 Kl2, FEE d. 1 使 得 (ui (1)， 
UL CDD ) = (x, si, Yki, »,8, i CS, 1 Л 937 c S. 


i, fud, къ, 


1 
` 


HETZE 5, , , z, € S^, 满足 
: k 4 


ГА 
m(t; ara ) = Mt, z) + $ M(t, Z’) (5.12y 


注意 到 | ' 


xp ES Shai, з 2075 Yea ES ea TS kna, 
deo, 3, < , WAZ xk, А КРЙ), йл”, 
Yai ВСВ) — CD, AN 

LIME) DD = falt), EC) GEE) 
显然 fu(t)，8g。(t) 的 分 量 函数 都 是 BC0m) 上 的 可 测 函 数 。 又 二 
G.9) R, IODE DIS OCEM), Hii (5.12› 式 


fault) +g, (tD ү_1 ; 1 
M(t, СЕ) 5 MG, foa» AM, esc» 
2 (t€ E(m)) 
ІНЕ, SAY SEX IG), 800 如 下 


OD», 8C» = f 470 £4 C); te Eoo ко» 
(m = ‚ 2, s.) 


U (0，0) 其 他 处 
定理 5.6 wuE€ Ly* 是 Ly* 单 位 球 端点 的 充 要 条 件 为 pw (wu) = 1 

且 T(u(t)EK,) 是 零 集 . 
证 充分 性 。 若 不 然 ， 则 存在 v,wE Ly*, vw о = wil 


=l 使 得 &= УЛУ, {Ед оо Я А TOXCOAwOO 为 
非 零 集 ， 从 而 由 条 件 可 知 
T,AT(U(t) AWL)) - T(u(t)C K,) 

. 不 是 零 集 ， 又 由 KK, 定义 ， 对 任何 1 ET。 

M(t, «(tcl Ma, v(0)) + 1м, wCt)) 
因此 | 
| Mt иса: 5 f M(t MM M(t, w(t))dt 
To d 2 JT, , 2 JT, 


WX AIR ТВ fou CO lxi, В АХ 


1 =p (4): „| Ma, u(t))dt ZR wCt))0dt . 


1 21 _ 
= ° pu CO) + -урмОУ) 1 


BAEC) | шр = 1, оми) leo o = r <1, SET 
sp EAE TR ee T CO 900 4 f C 


0-7 M(t, 2uCt))d tcl r 
e ` t 
AX. | 
пр, wap [028605 O Ce р р 
(u(t), u(t), ЄТЄ ! 
U + W Y 


ju 5 ом, U= 可 EL 
DW руб = MO, асдаг | M(t, 2800)8t 
JINE ` 的 , . 


d-rerzei 


k'u mi, wel. BuNUCu OPER rt 
(2) 如 时 HAE (5, 4) X85 о C ым lal S.C 
E (k,m,n, 1). = [reri Xi 57 十 一 > Ает, х) E 
іма, У; 502 ue) | | ) 
n B 


Ш uciocX npn E,Cc, m, n. i 电 是 可 测 集 ,类 似 定理 3.4 
的 证 明 ， 还 可 以 验证 D 
T(uct) C Kj) = ENT ` pU JE, (k, m, noD 


bonia! ial 


因而 Тик) р Е. БИЖ, EWIE au. WIS d; 
mesT(u(t) € K,)>0. MESS 


nant хуви суль 
将 定理 ?3.5 证 明 中 mj Е(х, Ук, k ) 代 以 | 
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Е (х, к JÈ ETE хус mne 6. RE 


| — 1 _ — 1 х+у _ 5, 1 
IX - Xe |-ро |» Yoril go 9 «colles . 
MEMEEZ, g€ X, BEGRTQODOeg(OD E T((OO CK 


fco get) Y 1 1 
m(t, 2002580 jenes JO» ty MOA (€T 


. (3.15). 
Tu Hag (5.13) Zm 出 最 后 的 不 等 式 还 可 知 
u(t) = fee lae t€ETQ D EK) ` (5.18) 


jc Í ` ` ÀV 
Ti ={tET(U( € K 0:MCE, G) = Mt 801220) 
T,=(t€T(u(t)C K,):M(t,f(t))—- M(t ,g(t))<0) 
T,=(f€ TiO € K O1M CU E CDD - MCt Sg) = 0) 
MIT cu ct) EK,) 为 非 零 集 时 上 面 三 个 集中 至 少 有 一 个 不 是 零 Ж. 
不 妨 设 mesT; 0, .于 是 存在 T 的 不 交 子 集 E，F 使 得 。， 
[ eer» - Met gdt = | Masa- 
M(t,8(1))Jdt>0 (5.16) 
| p OD, UKt)) t€ TNEU F 
WWD = (OD, g(t)), t€ E 
вст), fO, t€F 


U+ w 


则 Hi (5.15) R, u= > 又 由 (9.16) K, mesT(u(t) = 


w(t))=mes(EU Е) 0, бози, Bib (5.14) sk, E py) 
STORET MONI 而 由 (5.16) X, pu (0) = ou (02, Wik 
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l = pyu) = ру(%) = px (w) 
这 表示 iiol =н] =1， 与 4 为 U(Ly*) 端 点 相 蔬 盾 ， 

定理 5.7 &[üOrhiez?s jg Lu" ^ Fai? B. MCt,w) 满足 
4 条 件 旦 Dy 是 零 集 。 

WE 充分 性 。 对 任何 ELx*，|lull =1， 由 定 " 理 5.1, puu) 
-1, X T(u(1)EK,)CDy 是 零 集 , 由 定理 5.6，t 是 U(Lw*) W 
点 ， 即 Lyw* 严 格 山 。 

必要 性 。 若 M(t ,wu) 不 满足 4A 条件 ， 由 定理 5,1 存 在 WE Lu* 
wll 2-1, py (Ww) 之 1, 据 定理 5.5，u 不 是 U(Ly*) 端 点 ， 与 Ly* 严格 
ЕЛО. | | | 

dimesD,—0, HEMS., E], СХ ТОС) E COD 
= Dy 上 且 使 得 对 所 有 tET 成 立 


m(t, ` x Мас) + мс, Et)) 


Ж EC Dy 使 得 O-mesE- mesT 并 且 使 
wf Mearo»at epi, (ма, всаг=а<1 
B .E 


` 


再 选 xE E", FCTNEG d [ w г, хаг =1- PYA, шу 


(UD +80002, t€ E 
«nz x tcF 
t 0 t€ TNEUF 


Wio) =l, ш = 1。 而 Tu(t) СКО Е 不 是 零 集 ， 出 
w 985.6, udEU(L, 端点 ， 亦 得 了 矛盾。 
$3 一 致 凸 
УН, сє (0, 1), 定义 


F, ={@,v) :u,vE E", M(t, -" 1 max (M Ct 50, M(t, 


"ze >а _ Ме Ма) ] 


£U)), M(t, 9, 


i= vl. 


p, CO =зир{- : (и, DEF} 


(这 里 仍 约定 ， 函 数 6(w) 无 上 界 时 sup$(u) = + со, Поу АШЫ 
ѕирф(и) = 0)。 本 于 的 主要 结果 是 下 面 定理 。 


定理 5.8 基 值 Orlicz 空 间 Lu* 一 致 凸 的 充 要 条 件 是 
а) MG, и ША» 


(2) 对 任何 esE (0,1), limf Mi... ctodt =0. 
c= 0 7 T 


先 引 入 几 个 预备 命题 ， ` r. 
引 理 5.5 对 任何 ,ecE (0，1)， 存 在 x 中 点 列 (uu )1-. 


(0 对 所 有 (er, WC S OT рр, (Ds 


(2) HMA ETUDEN (0, 有 
m(t, HoD 5 -max{M(t, Bu (1), 


M(t,zgu,° (t))1 
(k=1, 2, ses) Ы 
(3) HE (Sui G), ЖЯ 


m(t, MOED )>a- Мне OC» f reum (1)) 


(5.17) 
证 仿照 对 薄 数 hus (t) 相应 的 讨论 ， 即 可 完成 本 引 理 的 证 
HH. 
由 引 理 5.3 的 (1) 还 可 以 知道 po,. (ЕТ E nf gll Ж. 
引 理 5.4 设 Mt,z) 满 足 4 条 件 ， 则 对 任何 cEG (0,1), 在 在 
BE (0, Difp) <1 - az 38llu||< 1 – В. 
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证 “完全 与 第 一 章 相应 定理 雷同 。 
引 理 5.5 在 引 理 5,3 的 记号 下 ， 对 任何 0 
lim supp, ( e 


c0 kl 


>lim| M(t,p.,.CtD)dt 


c ~ 0 T 


AP ҮЗҮМ spes, Co» Risupp (5 7) pe qo 
EDU 
| ^ Om OO aci seres ж 


M (: N wD se) уз м y КОО ^. 


MO Per) 


从 市 由 Levy 定 理 


supp, (4.5 4. 211) Mlt, |? zm yat 


kii koad TT 2 ` 


= | M Gapa dt 


c, BIERE. 
定理 的 证 明 . 
充分 性 。 任 给 6€ (0， > BA q(000 使 得 对 所 有 


x,» € Ly* iix = 1У1= 1, 9, 都 有 | x+” 1-40). 


“= 


“由 条 件 (1》 和 定理 5-3，Lw* 中 模 收敛 与 范 数 收敛 等 价 ， 故 
Tích zt f Mc 688 m йоу (хә) >h 


Wuxec(o, BY mam (2) ， 存在 cE (0, Dif 
0C 8 


f, MC pe Dd р (9.18) 


ý 7 
пина, 4009220 使得 озо <1- S AA а 1 
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að), 


任 取 u, ост," [а =н |60 а, m m n 
„(59 =n. 由 O FUERIS EM рабо) =1. ја 
Ti=fteT:M(t, CD (D )< S maxcMct eno, 


M(t,e0(t)))] 


_ . | u(t)- vit) 
T,-[ter: | 5 ЖЖ 
т, =т\т,07, 
M(t, "Or xD. т € CM(t,u(1)) + M(t vt))2 
从 而 


| "c нс 0) yis ма, u(1)) - Mtt, VE)? q 
T T UT: 2 : 


*a-o| M(t,u(t)) + M(t SUO) at 
T; m 


= pu Gu) + ou) E ef M(t,u(t)) LM» di 


(5.19) 
ЖТ, ТШ (5.18) X | 


Ud M(t eut) + Mtt ev(t)) 
кан 5" )< |, EROMEN y 
+ Ma pu (а: + |, м(, ис) 000) а 000 ar 


«(3 heut T lev vl) ee f, m(t, UODO үң 
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<2p f MO, ut)) + MGV q, 
8 JT, 2 


BR (5.19) 式 ， 得 


Des z jci- et 
8 
и + 


从 而 581 <1-940%0). 


必要 性 。 由 定理 5.7， 知 (1) 必要 。 若 (2) Жа, ME 
在 cE (0, 1), c,—=0*, 使 对 每 一 c, 有 


p (E) 
XB (1), 2 УКВ Т. STE 在 hE (0,0) 使 
得 pu GO xh jx 三 e。 对 每 一 固定 niis -uw (t), 


„(у= v6"(t) 并 取 e, CT Qu, CE љо, CE) fl 
W(t) 7 V,CO Ya, = 
(Lk m(t, : 3 yet h 


注意 引 理 5。 3 之 (2) Жп ТЕТ Qu, CO Sv, (OD HEK 
u, CE 0,02) ñ . 
m(t, 5 БЕ s MAX{M (t eu (1) ,MCE,Ev,COD- 


于 是 由 
M (t Eu, ZI Mlt, OLD Jaten 
j (t,eu,( (з, 5 ) 


Р 
ji ew Xe, «сенй |и„х,,|<1. [ох I< 1.1 
= ftc e,tM(t,u (t) Z2 M(t,U,CE)D) 
T,-e,NT,, MM 


Í. CM(t,u „(з= M(E 9, 00)3dt o a2: 


f, erm o - Metus coat sauce 
2 

HER, RECTE 

e 218 。 


EN 


n ме, и,(1)) - M(t,u, DI LS 


于 是 
Ja ous)» - Mtt v, (t) Jdt 
= |, ve, МО uu 0) - M(t,u,(t))3dt 
.或 写 为 


маса f MG su ctdi 


=f M(t,u, (t))dt + Js M(t,v .(t))dt (5.20) 
T ME, 
辣 理 存在 E, СТ, | 

| аааз] ома ju, (t))dt 


| = fp мааа = [ 5, Mc su, (di (5.21) 
r e (f), u,C(t)), t€ EU (TA\E,) 
(x, ба), Y, €) = 1 (о„(1), u,(1)5, t CEU (ТЕ) (5.22) 
(0, 0) ， 其 他 处 | | 
将 (5.20) , 5.21) 两 边 分 别 相 加 ， 并 注意 到 
人 Met, u,(t))dt<1, | M(t,u,(t))dt<1 
使 知 ` 
PyC) m pu, =p=<l1 ` ` (5.23) 
出 ev 的 选择 ， 易 知 mes(T'\e， 220, йк n] 3t A СЕЕ, СТ\е, 使 


p 
[53 


[к M(tjx)dt s1-B, s (5.24) 


A 


(00, y, CO) S (G8 (t, 34/00, ТЕЕ, (5.25) 
(Xo ,Xo), ТЄР, | 
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Hi (0.23) , (5.24) 及 (5.25) Ж; Eor.) = рм(У.) =1,. 
MTX = d». = 1.8 (5.17) 


x | + + 
ер р) (о else) ya 


«f M(t ,x,)dt 
F. 


sa-ep[ Masc» МО, at 
e 


a -e»f M(t, x)dt -(1-C,) Ом Xn) + pu CY.) 

F 2 
zl-C,-1 (n-co) 

但 由 (5.20) , (5.21) K (5.22) XX 


: x, ~Y, | x, — Yn - Uu. Ct) — u, (t) - 
Agen), utri ya 


上 


-h0 
与 Lu* 一 致 凸 性 相 了 矛盾 。 


$ 4 Musielak-Orlicz 空间 


定义 5.5 W (T, E, ну) 为 无 原子 的 测度 空间 。 范 数 : 
M:T x[0，coJ 一 [0，co] 称 为 含 参量 的 % 函 数 、 假 如 它 满足 

G) 对 几乎 所 有 的 t€ T, Mit, 0)=0, limM(t,u) = co: 
Ви, 04g M, u,)< со; UT 

(2 JL'EBÜUBGB)tCT, Mct, wXTu&t0, e ЕН: 
EE f 

(3) ”对 每 个 LE CO, co), Мг, u)X: T ЖТ LATWE. 
Жж. 

FBEAR, HILEAK (ЄТ, REM, u,)<co, WA. 
M(t, WECO, u) Fut ER ER ГАЖ. 

ik ма, и) WEBERA (X, 11-1) 为 Banach 空间 ， 
іа ХВЕ ЛЕТ E. ВИА РХ рну И] ERO tB IE o- 
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Bx c X, mm 
pu (x) -| M(t, хс йн 
Tr 


再 如 河 引 定义 Orlicz35L,, Ly,* 及 Ly* 上 的 Luxemburg 范 数 
[ео WA (L4*, ielan 也 是 Banach 空间 ， 我 们 称 它 为 


are» 
Musielak-Orlicz 空间 . Lu* р х= у 亦 指 x(t) = y(t)。 


引入 记号 
: e(t) = sup(uz0:M(t,u) = 0} 


E(t) = sup(uz0:M(t,u)« со} 
易 克 对 几乎 所 有 的 +ET 有 | 
uc [(0,e(t))=M(t,u) 20, u—e(t)=M(t,u)>0 
O<u<Et)=M(t,u)< oo; u>E(t)=M(t,u) = co 
命题 5.1 e(t) 和 E(t1) 是 T 上 的 4 可 测 函 数 . 
WE RO, co) 的 一 个 可 数 筒 集 {rs}?-,， 命 
B,-(t€ T:M(t, r.) 20), 4,00) =7xB(t) (К=1,2,.) 
则 由 定义 5.3 之 (3) , Bun Wiss, Ane. Os 可 测 函 数 . 叉 
由 定义 不 难看 出 对 几乎 所 有 的 1 ET 和 所 有 的 k 有 ес) га, сі), 
因此 ， 若 能 说 明 e(t)<supq,(t> ТТ Enc aec 成 立 ， 便 知 


e(t) = : supq, (tD, 因而 是 4 可 测 的 .对 每 个 使 定义 5.3 的 (1)，(2) 
成 立 -的 fc， несі) >20, 对 任何 esE(0，e(t))， 取 rc 
(601) - 8e, e(t)), А Mct,r0 = 0, T Eq,C(t)=r,—e(t)- е, 
Miu- ase. 成 立 supq, (t) ze). 
定义 5。4 含 参 量 6 函 数 M(t， UREA 条 件 是 指 存在 K1 
和 T 上 的 4 可 测 非 负 函 数 0K1) 使 得 | MEDA 县 对 几乎 
所 有 tET， 只 要 wu 之 60(1),， 就 有 M(t ZI KM( u). 
当 M(t,o) 满 足 A 条 件 时 ， 在 TEL- eve* 成 立 BE(t) = co, 事实 
t, B| MCAD duco, MET Eu - ase HIDEG). 
АЕ =Т(Е(1) оо) WIERE. IMPETI 16. 1. ECE) 
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=б(1))>0. HX 5.3 之 (1)， 几 乎 处 处 有 ECO ->0， 故 在 
ECEC 20 (0). 上 几乎 处 处 有 20 (0 =2E(t) >E, 从 而 在 
E(E(D -000) 上 几乎 处 处 有 M (t, Ó(00— o, dH M(t, 26 
(1)) = ceo。 这 与 4 条 件 不 合 。2。 当 1. 不 真 时 在 E 上 4 - a.e- 成 立 
E(U 900, h BRE 0n] nde xke 0 
E, - (£C E:E(t) - 06 0(0),2(E(t) — 6) SE(Ct)) 
为 非 零 集 、 于 是 在 E. bn ae 有 MCGEQO – e) cof. M(t， 
2(Е(1) - e)) = co， 也 与 4 条 件 冲突 。 这 就 说 明了 E 必 为 零 集 ， 即 
ТЕТ -u - a.e E(t) = оо, 
对 给 定 实数 p。，b >1， 记 


` suph, 24 E(t) = ce 时 
po нев, 


со , MP Е(1)<оо 时 
这 里 
E, = (w»0:M(ct, bu) >pM(t, u>) tcT 

ЖАНУ, n 可以 验证 COAT E RIETI RC, 此 外 还 
可 以 得 到 下 述 三 个 定理 

定理 5.9 下 述 命题 等 价 

а) ма, шж АЖ Н 

Q) 对 任何 实数 p,p 1, | мов, 00р = ces 

(3) E=T(EG)<æœ) 的 测度 非 零 或 者 对 任何 实数 

b,=b,>>...>1; 1<р,<р, =< =°, q,>0 m=1, 2, i) 
FEET L. Bj nf ЧЕЛ БАЖ (x, CO: -. ЖП Z r PS PSI 5Е НЕ ЭЦ 
tes) - Et E єх, (oo B. 
In MC x (du qa Mb, x (Yep, M M(t, x (t) Ee) 


Жк, 20 E RA WJ 4 flJ: a 

(4) IHME 67-0, є 1, 存在 WELy* WE oun) = e, 
[uolo = 对 几乎 所 有 的 直 ET fiw] EtCt): 

(5) ”存在 WwELy* руби.) <1, uy an=] 且 对 几乎 所 
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ОШ € TÀ jw, COT EQ). | 
定理 5.10 Ly 为 线性 空间 的 充 要 条 件 是 M(t ,u) AR AE 
f. | и 
定理 5.11 L,* vb BE e Sk Ej voco S UT UTE ET pk E 
M(t uik RL AE Ни- ae. 成 立 e(t) =0。 


5 5 Musielak-Orlicz 空间 的 端点 与 严格 凸 
设 Mt;z 是 含 参量 的 函数 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 恒 假 定 对 所 
ЖЕСТ, MC, 0)=0 B. Mc, и) Ти СО, сол EB MAR. 
对 t ЄТ, v0, Xdpdgec (0, ViA 


M(t, 0) = „мо, Ute) яума, u — e)< co 


PRVEM (ty u)X Ttf — NEE 格 品 点 。 当 e (1) -0 时 也 称 0 
是 M(t， 折 关于 t 的 非 严 格 凸 点 .我们 把 MO, ш) 关于 t 的 非 严 格 
凸 点 的 全 体 记 为 K，。 
相应 于 M(t，4)， 我 们 记 О 
lim M(t,uy, 当 u= E(t) 时 
M,Cct,u) = {г2=ЕЧ)- 
(M(t, и), эщ use E(t) 时 
命题 S.2 M,(t, 4) 与 M(t, ) 具 有 相同 的 Ki。 
证 .只 须 注意 EC(1) 总 不 是 M(t,u) 和 M(ty 的 关于 t 的 非 
Рет, 
命题 5.5 车 xEUCLo)， "DECEM 人 一 Qee。 
MN. 
证 d f 
A. =Í ceri(1- Sixto) } Cn=1, 2, 7) 
Wi (tr R8 ЖАБ 44H Sen ВЕРА n 0. HH Fu —ECORIM Eu) = оо 


ik 
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so 299, Me а menya = 


ICE Тон — 42138 


no 


命题 5.4 xCU(L,' Y Bop 00x 1. 
证 GEXCUQLO. B ñ B 5.3, 对 任何 LEO, D, В 
lixc&EOD QG-a-eFD, 从 而 由 M。(t,z) 的 定义 ， 


Vpy (20 = | мос COIDda = рм. (t2 


令 1->1-， 由 Levy 定 理 即 得 1 之 pm,(X)， 
反之 ， 著 pm Ge 和 1， 则 对 任何 1E (0, 1) 1o COO = 


pada), AT jx 三 地， 再 由 ! 的 任意 性 便 知 *EUCLw*)。 
定理 5.12 wuES(Ly") 是 UCLy*) 的 端点 的 充 要 条 件 是 
d) limpy(lu) =1 或 [и (#)[ = Е(ї) -ases РТ) з 


(2) MER v, we X, 满足 &= "V" Н. wol = 


=) -ase РТ), Hifiv-wi . 
(3) H= (t€ T: |ui | EK,} 的 4 测度 为 零 。 
证 充分 性 。 设 u € St(Ly*3 不 是 U(L,*) 的 端点 Wn 


v, WEU и = 959, (ноз ААЛ РАНИТ +ET 
4 
ше 2 [2092 99 e eco S cot 


又 由 2 4 < 2 
u(t€ T:lvct)] = С = duc 15 0С) we) =0 


Br LAY 3e wis] 
O-u(t C T:v(t) Sc wet) 


"HUC Ti jvCO[ T i CO sw CO I e CET] 


不 失 一 般 性 ， 可 设 
To={t€ET:v DN luct 


Iud BEAR DAE. 

1. ÆU] -E(D (Q—a-6FT) 。 于 是 对 几乎 所 有 的 
ЄТ, |001) E(t)， 这 与 命题 5.3 矛 盾 . 

车 1. 不 真 ， 则 由 命题 5.4 的 证 明和 (1) 


pu (U) = іт ру, (и) slim py(lu)=1 
1—1- 7 一 上 -~ 


2. 假定 


T* =Í :er: lut |< Посе +-- 1 


ylw} 


Bu 测度 不 为 零 。 因 为 从 pws(a) =1 可 推 知 对 几乎 所 有 的 tC T 有 
M,G, [uct)ip«oo, RHE etA 
Мә, Tuc)D Met, uci) +e) (Qr -asesFT) 


从 而 对 几乎 所 有 t ET* 
M.(t, lucy D< Mt, - POTE Liwa) 


«Ms, [UID + EM, iw) 
于 是 
Jaa. iude yf me iuo мусса 
这 样 一 来 ， 根 据 命题 5.4 就 有 蔬 盾 


l= pu, (u) x CMoCt ,Nv tN) МС, мс 2а 


zn 
l ， 1 . 
+. Moct, luc аи koa CO + ons 
T* 


若 2. 不 真 ， 则 对 几乎 所 有 + ЄТ ] 
a 225 , 


act = Livcot wol 


此 时 出 《3) ， 对 几乎 所 有 1ET。 
My uc DEE ME ot + FME WOI 
皇 由 4T。>>0， 如 同 2. 的 推导 亦 可 得 到 矛盾 . 
必要 性 . 设 4ES(Ly*) 是 UCLw*) 的 端点 , 车 G) RA M 
pu 0) = lim p, Clu) =r<1 且 存 在 和 >0 使 
Ti= {1 ET:A+tIut) NE)} 
的 z 测 度 不 为 零 . 从 而 可 选取 ecCTi，ue>0 使 得 
` [ ма, À + ист) [0р1 ғ 
xe Хш [х| = s 命 


(OD, ws 169010) TX (CO) 720,73 tC e 时 


(u(t), u(t)), 当 ETNe 时 
则 v, wCX,, u(t)= ЧУЧ) gg gem 0 知 vyw. 又 从 


ps cos Ms sA асрар | MG, ис) |) dg 


Т\е 
= (1-—r)+ ру, (и) = 1 
及 命题 5.4 可 知 uc U(L,*). 同 理 可 证 wEU(Lx*)， 这 与 4 为 
ОГ, *) йй AT JÉ | 
(2) 的 必要 性 是 明显 的 。 
今 证 63) . 记 
H'=(t€T:u(t)=0, e(t) 50) 
H"-(tCT:3eC(0,]uct)|[D, M(t, quctolp 


= 让 MCtset luc D| + ма, fuco - e) 


则 H-H'UH". I №, # (3) TRA, WADA aH" 50 或 者 
'. 226 э 


uH" 5, | 
JF 0Н' 20, 2RZ HUC Xi E II = 1, fr 
_ `> r т 
wa, wps [0006 6000, H CH Bi 
u(t), u(t)), 当 t€ TNH/RJ 


则 容易 看 出 0，。wE X,, væw H u= 5-。 BR M, ш) 的 
定义 ， 对 所 有 ET 有 Mo(t，e(t)) = 0. 联 系 命题 5.4， 可 计算 出 


Dy; CO = pu, (w) = py, (u) <1, X EjuAJU(G., * ) BS P pa RU ЛЕ. 
ЖЕН” 70, Wir 


_ 1 1 
Hy = [i CTI), M(t, luc) =5M(t, (1+) 


со) + м( (1 усо) оо) c 


(т =1,2, 6.) ‚ДН, 为 k 可 测 集 且 容 易 看 出 H” = Ú Ha. 因此 必 
有 某 个 n 使 得 WH, >>0。 设 Е 
at= were „ Jeon) (e) 
选 瓦 ,的 两 个 不 交 正 测度 子 集 B，F 便 得 
| [ean= | ,acar 
再 命 
(G +E Juo, (1--,)ко)әгєЕ БЇ 


wt), w(t))= + (1- 1 «eo, (1 + Lua») ser nt 


| n 


l (u(t), u(t)), PEtCTNAEUFHRI 


则 显然 0,w € X. u= 二 5 SL АЕЦ РУО € Hriu(tys=0 


.可知 о Н, ПЕ, ЕВЕ ВЕ, ЛЕЕ Н 
< 227 « 


f Mc soc ban = | M, bo (t)||)du 
ЕМЕ EUF 


=| Ma,lucry [da 
MAH H, 的 定义 及 Ма, u) ËJ Pu PE, t€ H, 时 MC, u) 在 
[a - S)mcon mco] eam, sim iem, 


所 以 上 面 等 式 中 的 M(t，UW) 均 可 改写 为 M(t,u), 从 而 直接 可 以 计 
Я Bou, C) = pu, (W) = py, CO 1, XX Ни U(CLy*) ЕЛЕНА 
№. 

定理 5.15 /„*%уу®% г ЖЕЗ ЕДЕ 

(1) M(t) 满足 4A 条件， 

(2) X hdmi, 

O *UJDPBUSHICCT, Mct X TUE ist. 

WE 充分 性 . WE wESCLwy*)， 须 证 4 为 U(Lw*) 的 端点 ， 即 
要 验证 定理 5.12 中 的 (D , (2) ， 9) жа. 显然 由 O, 
D 可 分 别 得 到 定理 5.12 中 的 《2) , C) Bh (D 和 定理 
5.9 的 G) 可 知 limpyu) = pu (u) = 1, 加 定理 5.12 аә 


成 立 。 

必要 性 。 由 定理 5.9 的 (5》 和 定理 5.12 之 (1) 可 知 D № 
要 。 | 

E D B. MEES y, ESX), yz x= 52. 


取 充分 大 正 数 a 使 | Mc oda, 由 (1) 可 知 刀 平 处 处 有 
M(t, а)< co, 故 可 选 wa 可 测 集 Toc-T 使 得 | MG ya)du = 1. 
Ta 
U(t) = axXT (0) ,U(0) = аухр Ct),w(1) = azxy (x) 


FRAM, ио, X, u= IU , vw, lu] = v(t) = 


„ 228 。 


dw ЄТ). А 
py (0 = pu(u) = pu(w) = f. Mtt ,a)du = 1 


可 知 u,v,wC 506%). 于 是 得 知 u 不 是 UCLw*) 的 端点 ， 与 假设 相 
T. 


最 后 证 G) . WE (r0T-, 0, co) ATRAE. X 
B K-1,2,-,2 Xu n] ME 


G,,, = [re T: MGur) - zM(,(1 exe) 
2м(50-.)%)) 
ЧЕН Мот 0 ET Pk I Е 
Ü Ü Gins (€ T:K, 非 空 ) 
因此 CD 不 满足 时 必 有 某 ©, n AFR. 因由 (1) ， 几乎 处 
ЖЖ Ма, )< со, BILE E r€ (0, 1) 和 非 零 上 可 测 集 


TCG, mm, 使 得 | МС, r, ?= r, 再 取 4d 充 分 大 使 
[nr Medi 1o т, атт, CTT: iE 


fp MO, dn = 1 一 了. 定义 
u(t)= ть, JXT (t) *dIX4. (t) 
其 中 IE SCX)， 则 容易 知道 &E SC). С, mn 的 定义 可 知 
{tET:lu( ERK, 3 2T, 


WuT,>0, RRES ORURE (Lu) 的 端点 .这 一 矛 
慎 最 终 使 定理 获 证 。 
$ 6. Musielak-Orlicz 空 间 的 一 致 凸 性 
, 先 引 入 两 个 辅助 命题 | 
命题 5.5 х-л |], WAEN, E е0, 
。 229 。 


使 得 jx-»lzamaxcxt, 100) (к, VEX хуро) 
Са +ipl RAISI- [у] >emax(l|xl|,l>l 
证 车 不 然 , 则 存在 a>0,x,， y,EX 使 得 х,у. 


атах(}х„| у, lx, ev, (1 = 2) tly) B. 011 


DAL 1 шах (х, 1.191 Заах |х, |, = z,, а, 220, 


x, 
a, ^g. „^а 
mo) «УХА ВОН Т. | 

命题 5.5 设 M(t,w) 满 足 4 条 件 ， es ETE #—а+е+}й 
3r, MH 

py (u)->0e|lu|lu ->0; pulelulu 

证 “与 第 一 章 相应 结果 的 证 明 相同 。 ' 

ж MO, w 062 фай. RIS, cc € (0, D, ЄТ, REC 
x 


E,- = (a, 0): u $6 u- v|==emax(u, v); M(t, DT 


PE —2 


У. 2202, H.E VETE 出 


>(1-—c) 


M(t,u) + M(t,u) } 
2 А 


pu. = sup{u— v: (u,v) СЕ, } 
Wl 3e ЗАН PERRAS ET LA IS IE Pe, CO RET. инр eg 
定理 5.14 FIREN 
d) Ly сз | 
Q) MC DIARIES Хоту, ect) = б(и-а»е+) 
且 对 任何 sE (0, 1), lim| MC ,Pese(t))du = 0; 


(3) Меш BATES XXE Bhet) = 0б(и-а+е+) 


œ) №220, 30(6)0, 3f0)29, f Me, rea 


使 对 几乎 所 有 的 FET MRH х, у>0, 只 只 要 lx- ?|> 
.emax(x, y)f|x-—y|>/f(t), fi 


M(t,2 < Zeis -Ô CM(t,x) +M(t,y)) 
证 (D => (2) 设 H 成立、 由 定理 5,13， 知 M(t，Ww) 满 
TARE ХЕ, WME Yn ESX) e, ME |х, – Yn! Eo 
i 
IL йх„+>„>2(1--—)(т=1, 2, о), 


到 正 数 o 充 分 大 使 [ Meum МАЯ, MODET E 


的 k-ae- 有 限 函 数 ， 因 此 存在 TT E|, Meroe 1. 今 定义 - 
《& (+), U,CE)) = ахт Ct)(X,,y,2 
(п = 1,2,-«), Wu, v, € Xr 


Py Ha) = py(U,) -| M(t,0)dp = 1 


Ann C SIL, ,*). X. 
и, U, alz, ~ у, || - 
ра. )= | Mls, SS Ml ар 4 MCt 0d 1 
" койу, Ци, – о nu" 后 由 


Юм 5 -— LT) NU alix, +y ү -)}ш> |. MG, ayda = 1 


(1-5) 


可 知 ju ruwion>>2(1- 2), ы co 相 矛 盾 。 


Him| M(t ,pe, (t))du = 0 的 证 明 与 定理 5， 8 的 相应 部 分 基本 相仿 。 
得 由 定理 5.13 便 知 e(1)=0 (u—a-e-), 


(2) = (3) 取 c>0 充 分 小 使 | ME ,р,,(1))йи<Е, 再 
仿 f(1) = pD,,.(t), ó = c, H Pes (2) EAE X BI RT EAR CO Jr - 
. 231 。 


(3) = (1) 对 任 给 ">>0， 由 命题 5.6， 存 在 正 数 h<1 使 
lizllaozer 时 pu (D zh. 对 а= В, 选 定 满足 命题 5。 op fije 0 


—— .再 对 此 e>0 选取 满足 (+) 中 条 件 的 f(t) 和 


дє (0,1)。 最 后 取 正 数 9 使 pu Go 1 - mince 0) 时 jzllup< 
1-0. 


Анги, 0650), |" | rs. Moa) 


(Of) 
h. ii 
T,- (£C T:lluCt) - vC «атах сисе), 100010) 
T,- TNT, Wii M(t su) Bp : 
[CD ~- v(D Yar < alu(tyl жаис). 
J (0r | Eyes. (i м уе 


<|. (мет [со +M(t, оС D3da<a= п 


令 
Е={+ЄТ,: [ш Df} 
Е= Т\Е, H44 


luct) —- vct) 1 h 
| (e OON ae ma rco н 


于 是 
{жеме uD «Mets loco Dada 
>{ ul, [uct)- (aco съш, = ом Cz "J 
-| c laco остэ )д>в- Sh = l^. 
Т, "Tu 
E 


F,= {t EF: luct) +001) |101 euc) + 1000) 1) 
F,-FMF;, 那么 由 Ti; T,, E, F, Е,, Е, 的 定义 ， t c F,HBJ 
jjuct) - vct? amax( luct), 10001) 

juc) + vel eu) + fv) . 
Н. iaceo] ос $060, FEBR, VORE, ИН 
Hit) оС zeemax (uto ПОСЕ) 
JW h ОЖ! ] (t) BU 175 
1- 


исе) ro(t)|i j t-e 1213 )du: 
Ja (ey yn a< „М, ^g] incon «ioco 


+| 21-6 (Mt, uo * MCct ,lvCt)|D3du 
F: = 


<- 1 | 


Nu 


„MG, uc) * Mt ,||oCt) D3ds 


故 


u+u 1 
о) f, cM ctim + Mr vt) Da 


+- (1 - minces) | CMC, uD +M, ot) Dd 
1 1 . » 
= -> Сом(и) +pu(u)3 — min Ce, 0) f Mea, jui 


+ MC , ос ID2dusc1 — Lhmince,ó) 


由 此 得 到 |- 3 т-ро ES RSS 


$7 Musielak-Orlicz 空 间 的 复 端点 、 
复 严格 凸 和 复 一 致 凸 性 
本 节 恒 假定 X 是 复 Banach 空间 ， 因 此 相应 的 Musielak- 
Ос» 空间 Ly* 是 复 Banach 空间 。 
定义 5.5 设 4 是 复 Banach 空间 Y 的 山子 集 ，C 为 复数 域 ， 
。233 o 


x C 4 如 果 {xot+Ay:AGC， А1) САУ 096， 就 说 xu 是 4 的 
一 个 复 端点 。 

定义 5.6 如 若 复 Banach 空 间 Y 的 单位 球面 上 的 每 一 点 部 是 
-U(Y) 的 复 端 点 ， 就 称 了 是 复 严 格 凸 的 ， 

定义 5.7 RYJA Banach 空间 。 假如 对 任意 e— 0, dede 
0>0 使 得 对 任何 x，?yEY，XEC， 只 要 人 | 这 es， 入 1 lx + 和 yi 
和 1， 就 有 llxii<1- 0， 那么 称 Y 为 复 一 致 也 空间 。 

命题 5.7 设 Y 是 复 Banach 空间 ， 则 下 列 性 质 等 价 

d YJ A Жу 

(2) 对 任意 x，?>EY， 如 果 lx eX» lix] 对 所 有 AEC, 
[A] Ur, WY = 0; 

З) 对 任意 x，yEY， in Rl x+ | + 5 1 ix- №у| = [ixi] 


XIBCHACC, |A|<1 成 立 ， 则 >= 0. 
证 (0D = (2) 当 x=6 时 (2) 显然 成 立 ， 车 хтб, 10 


Ix Ау BEA C С, A ecl 成 立时 ， loa 


| 
Dep EE 
所 有 和 EC，| 和 | 所 1 成 立 : 由 (1) 即 知 7= ө. 

(2) = e Bx, VEY ЭРИ Br АСС, | =1, 4$ 
gd vli 3 ix- )y||= 151. Ж /ЄХ*, |А =1 Аў) = 1х1. 
则 当 |K|<1 时 

20x 2 2{(х) = 2Ref (x) = Ref (x +y) + Ref(x - Xy) 

«|у +) | + | Ау) < 1х Ayl + х ky! = 2||х || 


所 以 А - " 
Кеј(х + Ау) + Ref(x - Ay) = |х+ Ayl| + ||х— Ау) 
再 由 
Ref(x-trky)< |f (х Ау) < lx E My] 
得 


Ref (x + Ay) = |Jf (x + Ау) | = lx Ау] 
» 234. 


这 说 明 
ImCf (x) +АфСУ)2 = ImMf(y) = 0 | 
由 入 的 任意 性 ， 可 知 f(y) = 0， 于 是 又 有 |х+Ау = іх. Я 
(2) 得 y>=0。 
(3) = (1) d xES(Y). 车 存 在 yC Y 使 得 M< 时 
іх + Ау 1, WhHbjlx- А11, FE 
2 = 2х lx + Ay] + x- А2 

顾及 03) 得 知 y= 6， 这 表明 x 是 U(Y) 的 复 端点 ， 从 而 知 Y 是 复 
严格 凸 的 。 | 

命题 5.8 55 Banach ШҮ еј, Н {ЖЩ 对 任 : 
意 s>0， 存 在 6>0 使 得 x,yEY 且 


iylz-emaxCix + yd, lx У, lix + Фу lix у) 


时 恒 有 


" 1-0 
КБ 


4 
证 充分 性 明显 . 今 证 必要 性 . 用 反 证 法 . H e>, 
x y, СҮЛ |. >с 


max(|x,-*X,l, ix, x». ix, у, 1 lx 7 Фу} = 1 


Cx yt ра yi] t xe iyl x — iyl 


H. 
n 1 f „ . ' 1 
ux ү Ох ty + lix, В yali T ix, + iy,l| * ЕА 一 iy, mi n 
对 每 个 xu， 取 juE X"6Rf.l-1, f.Cx.) = |x,U, WME 
4\х„!! = Af. (xX,) = 4Ref (xX,) 
=Ref (x. +y,) +Ref (xX n~ y,) + Ref (x, + iy,) + Ref, (x, — 


iy,)=<|f,( Xx, У) | + |7, (х-7У,) | + у, CX, + iy,)| + PETERS 
iy) | <||х„+у„|| + lx, — y. + tx, + iy] + |x, = iy, 


dlix, ji + ^on Rej (a, +Y) 
n 
。 . 4 
+ Ref (x, — y,) + Ref, (х, + iy,) + Ref,Cx, — iy,) + " 


+ 235 = 


联系 1 Oc + Ку,) | < |x, + ky, l| B. 
Ref,(x, + ky,) S] fn Xn + ky,) | (k=1,-1,i,— i) 


n 4 
$8 11, G5, + ky.) |> |x, + у. 
|f, Gr, + ky.) | c Ref, (x, +ky,) + 


由 此 可 推算 出 


Imj, (x, + ky,) = Tmkf, (y,) «(S Ref a. ky,) + E 


«(yea 
n n? n 


&-1,-1,),- D RHA IRS oo < 2, Hmf oo |< 


2 ,因此 1f,1<V 二 .于 是 又 有 


n 


Ix, e Ky] — ec 1f On, FRID E Hx E + If, Gky,)| 


= dx de Modele f =1, 71,45, - 0 
在 上 式 中 对 k 取 最 大 值 ， 得 
11-2 24. 


m= 1,2,--5. 5Y fij s пу A. 
定理 5.15 xEUCLw*) 是 QCLw*) 的 端点 的 充 要 条 件 是 
(1) lim ру(їх) = 1 或 于 T 上 几乎 处 处 有 |x(t) = ЕС); 
1 一 1- 


(2) 对 任意 Ly* 中 非 零 元 yY 有 1Gy = 0. 
其 中 


< 236 • 


G,,- [t€ T:y() 80; УАЄ С, JA] <i, M(t, [x РУ 


= масе хс Аус + мс с АУС |D) 
证 充分 住 , Жом, GO = ру к) = 1. 对 yE Ly*, 


х + уо «ОЧА АСС, [Xl gor, Дун 5.4, 
юм,(х+ №) «1, МІТ 


l= pM,*) = {масе Песоа 


«sl M« t,|x(t) AC dp+ BET t,IxCUO — ky(t)l)du 


= уюм„(х +%у) + AE Ay «xl 
于 是 由 Mu(tya) 的 凸 性 ， 对 几乎 所 有 的 TET 

M.(t, Пасо = Мосе, x(t) + XC 

+ IMC ес) Аус 
对 所 有 XEC,|X 生 1 成 立 。 因 此 由 O , y(t)=08 FT Ln-a+es б, 
af, ВУ 09. 这 说 明 * 是 UCLy") 的 复 端 点 。 

再 设 [x(t)]| =E) FT 上 k-are: 成 立 。 对 yc Lu”, mÈ 
Їх + А1 XBPHACC, | xi 成 立 ， 则 由 命题 5.4， 在 TT 
.En-a«e « йз f | 
[Ix Ct) + у) || EC = [1x41] 

CFXu-ae H 


2 Mol ts |х) +AÀy(t)|)) + BEMo ts 100) -Ayti 
«M, læt) 


再 由 Mo(tsw) 的 凸 性 知 上 式 两 边 naedit. ЈАТО О) 可 知 
?= 9， 即 x 是 U(Lw*) 的 复 端点 。 
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必要 性 .(1》 的 必要 性 的 证 明 与 定理 5.12 之 (1) ЕНД ГЫ]. 
E C» RE, MWAL ”中 非 零 元 yo 使 得 4G, у > 0.1 
H’ = (1€G,, FADE} 


H” ={tEG , [xÐ] ze co) 
0 


y 
=H UH" uH >0, WEN ORE 

E- (tCcT:J|xct)| + r«ect)) 
JES E. Hec ХЕ, =, A z(t) = 2, Е, M] z C Ly* ,z40H.. 
[А1 18 


(X AZ) < |] М(х) | 9 r)du + MK, хс) lan 
М, Е ТХЕ 


mi G 


Xy 


«py, CO x1 


从 而 jz+ zjop<1， 即 x 不 是 Q(Lw*) 的 复 端点 。 

车 tH = 0， 则 nH”>>0. 注 意 对 儿 乎 所 有 的 t€ T, MOD 在 
Себ) EQ) 上 是 严格 增 的 ， 联 系 Gsy 和 H* 的 定义 ， 知 对 几乎 
Bit € H” | 


||х( = —Jx(t)-+ Xy (t)! lx) —A» I 


w| = 


СА .仿照 命 题 5.7 中 (25) = (3) WEF, LAA 
1х2) [= 150) + АУ СО Alst 
命 Z(1) = у(х, (1), WRA 2С L, *, 2950 H oy, (х+А2 > 


= PNM,(x) 反 1， 因 此 x 也 不 是 CCLu*) 的 复 端 点 。 


定理 5.16 Zixr* 为 复 严 格 凸 的 充 要 条 件 是 
Cd) M(t,w) 满 足 A 条 件 ， 

(2) Ха hH, 

(3) e(t)-0 于 7 上 ae 成 立 。 

证 充分 性 。 设 xESCLw*)， 须 说 明 x 是 CCLw”) 的 复 端点 ， 
这 只 须 验证 定理 5.15 中 的 (D ， O 成 立 . 显 然 条 件 CO fudá 
定理 5.15 中 的 (L) 。 设 yELw*， 由 (3) ,对 几乎 所 有 +E Cao 
. 238 à 


有 
il. 1 1 ! і. ША 
ixct)- lx (t) *AYXC! + ха) -Ay (lA| x1) 


再 由 (CÓ 和 命题 5.7 可 知 此 式 对 所 有 的 Y») 369 都 不 成 立 ， 从 而 
ФиС. = 0， 即 定理 5.15 中 的 (2) 成 立 。 

必要 性 。 O 由 定理 5.16 和 定理 5.9 的 (5) 立即 可 得 。 

E (2) 不 真 ， 则 有 ЄХ, lul=1, sc X, |030 使 得 


IA c If crue hall<1. 取 充分 大 的 实数 a 使 得 | Mer, aydu> 


1， 因 G Bur, KERT, CTE 
[мадар =1 

定义 

(au,ao), tET, 

(0,0), iC TAT, 

则 x，yE Ly*,ey CO = 1, AWilxlao71- X t€ T, 时 

x(t) + AyCt) | = alju + еә a = |00) 
déxju-a-e* tC TV 


(x(t),y(t))= 


Ms, {хс SY масе, Пасо HAIDD + EM, xc - 
MOD EM Clx) 
这 表示 4Gy= WTo>>0， 于 是 由 定理 5.15 知 ，x 非 UCLw*) 的 端点 ， 
与 题 设 相 矛 盾 。 
车 (3) 不 真 ， 则 可 选 b>>0 和 T。 7 使 
| =1 
Jr Moct me 


H. 
u( ít C T:e(1)50)NT, 0 


А »ЄХ, [wl -b, s eX, lolo A EX 


• 239 。 


r0». tcT, 
(x(1),y(t))= 1 (0,e(t)u), tC(tCT:e(t) -0rT, 
| Lco, 0, ЖЖ | 
Mil Ах, yCLy*, |х| = 1,|»lon 9 АЕ АСС, |А xt 
pu + ky) = | M(t,b)du = 1 
e 


BALAY JA] SIUL, УЕЛ. 

定理 5.17 Luw* 为 复 - 一 致 凸 空间 的 充 要 条 件 是 

О) M(t1,u) 满 是 4A 条件， 

(2) e(t)=0 и-а-е. у; 

з) 入 是 复 一 致 凸 空间 。 

证 ”充分 性 。 由 命题 5.6， 只 需 证 明 L," ATREA Slr 
药 . 对 每 个 eE (0,1)， 由 (3) 及 命题 5.8; 存 在 6>0 使 得 x,yc X 


yl 2-тах |х + kyl|; (к= +1l1,+i) 
k 


| ble Бү Xx+ky| (ке 1,60) 


FHE, YCLy*, pa (y)>e, рм(х+Му)<1 (DM D , di 
T; = (t €TilyCOl2-g-max(lixC) + kvCO|l ke E1, E 1T 
Wil 


| | e 8 
frr, маус рае. ма, 


ё 


[ус [Ddu 


E ‚ & _ ; 
«ix, qM OTI ky|dusz-,, - (k= 1,4 i) 


所 以 由 [y(t) e eec = 2C ea» = Xx + ky | 
得 

£ 1 ‚ 

ме усо рав M(t +кусй) 
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«x м2, |х) + кус |]раш (k= 61,64) 
£ T, 


ЕАО НАТ, ЕУ, Ж 
1 
exco X, qu t,[[x(t) + Куб) pda 二 


1—9 zf Mtt ,lxct) + Куб) Ddp 
4 EJT: 


ó j Ó e 
<1- Ef, мее, Дасо tky pai - 3-5 


从 而 得 知 Zw* 的 复 一 致 凸 性 。 
必要 性 。 由 定理 5.16, KREE CD - 3$ G) 不 真 ， 则 有 

£970 及 Xans Ya EX gk lx, + Ay, ]| «1 OA] a1) 9 у, [> 

(п= 1,2,6) В.т |х, = 1.8 COD Rr, жасо т,ст 
使 

[мо ,а)аџ = 1 

定义 
(ах, ,ау,),`Ҷ t cT, 时 


(x, CO X0 = Í 
(0, 0), 当 t CTNT.I 


MBR (2) 
Pu OC.) >| MG ‚ає,)@ц;>0 
DE 
puC, Ху„) = | MC, lx + Ay ди 


< 人 Moda А1) 
Ü 


Limp, (х,) = tim... Mct ,alx,]pdu 
Re к-с 0 
= (ме, = 1 


° 241 [M 


便 知 Lur+ 不 是 复 一 致 凸 的 。 | 
Ша 31 中 矢 值 Orlicz 空间 概念 由 M-S-Skaff 提出 ,但 其 
关于 定理 5.2; 和 定理 5.3 的 证 明 有 错误 ( 见 陈述 涛 的 G1)。 本 章 - 
$1 一 $3 的 全 部 结果 均 属于 陈述 涛 54 一 52。 
关于 Musielak-Orlicz 空 间 ,波兰 波 疹 南 汉 函 工 作者 近年 来 作 
了 大 量 工 作 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 CI4 一 ?81. H*Hudzikc15,16] 
最 先 讨论 Musielak-Orlicz 空间 的 严格 西 性 和 一 致 凸 性 ， 他 在 
可 分 的 限制 下 给 出 了 这 两 种 凸 人 性 的 判别 准则 。 但 5C16 的 证 明 有 误 
И ж 54—395 的 结果 全 部 属于 吴 从 煌 、 陈 述 
涛 (5 ，36 的 结果 属于 陈述 浒 <。 | 
Жуп Bil d "ЧЕ Ab V. Istratescu, I. Istratescu(10) f. 
J. Globevnik] AJ. эссиз н TL (SoD Eh, 
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第 六 章 ”Orlicz 空间 几何 的 应 用 


Orlicz 空间 的 几何 性 质 ， 不 但 能 揭示 空间 的 内 在 结构 ， 而 
且 对 空间 中 算 子 的 性 质 有 微妙 的 影响 . 除 此 之 外 ,变化 其 多 的 儿 何 
技巧 又 为 某 些 其 他 问题 的 研究 提供 了 有 效 的 工具 。 

本 章 讨论 Orliez 空间 的 凸 性 、 光 滑 性 、 互 性 质 等 儿 何 性 质 
在 最 佳 带 近 中 的 应 用 ， 并 用 几何 技巧 考察 预报 列 的 收 全 性 与 非 二 
次 指标 的 最 优 控 制 问题 ， 最 后 给 出 最 小 Orliez 范 数控 制 的 表示 

51 最 佳 通 近 元 的 判 据 

设 X 为 Banach 空间 ，M 为 X 的 子 集 ，xEX， 如果 有 YE M 

满足 | 
ix- у= inf | хт i| 

则 称 y 为 x TEMPA RIEA, iu 为 У=л(х|М). WERI 
Puix {угу = x(X|M)} 称 为 度量 投影 ,特别 ， 单 值 的 度量 投影 称 
ж НЕТ, іал |М). 

ВЕЕ UU EB ЛЕ ЖЕНЕТ ЖЕ RAMZ —, САЛГАН 
和 应 用 的 双重 意义 。 例 如 ,在 最 优 控制 理论 中 ， 某 些 类 型 最 优 控制 
的 刻画 ， 就 归结 为 适当 的 最 佳 逼近 元 的 判 据 。 

本 节 讨 论 LSL on p RCR REREH E, ET 
Ld:38 и £&3.. 

定理 6.1 设 MDEA, pu) 连续 ，C 为 L'y Ф, 
ЄС, исі*,\С, WW u,- r(ulC) 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任意 
мєс, jf | 

| Cus CE) - w(t)JD(Gk|uCt) —u (t) signu (t) 


G 
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-u,(t))dt>0 . 6.1» 
这 里 天 满足 | N(p(k|u(t) -u(t) DJdt s 1. 


G 
证 nen | 
d u= x(u|C), 对 УСС, 5 
h(1) = (l-tT)u, + tw, TC (0,1) 
dic, ADEC, rC (0,11. 4 
V (1) = ||h(z) — ulla = || (to ~u) T0 — uy, тЄ (0,123 
и} Fog), тє (0,13 , 
由 于 MOEA, pao 连续 ， 应 用 定理 2.16， 便 知 | + [o 
Gateaux 可 微 ， 故 由 定义 0.32 之 后 的 注 ， 有 | 


0clim.TPO - (o ` 
< z 
= dim l| W) + TW — to) [ly = l, = ul 
т» 0 T 


-g(üM,—U, WH) = OW- WU, РИ = и)? 
再 由 定理 2.16 和 定理 2.16 证 明 中 (D , fik k0, ЖЕ 


| Nepklucb мос podre 1 
G 


(и, =u) =р(К|ш, -u|)sign(u,- ш) 


从 而 
( Qu co -wp ut) wat) signat 
G 
= и (t))dt=>0 
充分 性 


由 于 u-to 闪 0， 应 用 定理 2.16 与 定理 2.16 之 证 
[u -ulu | сисе DIEU) 
G 


—u, (t) signat) - u,(t))dt 
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这 里 K 满 足 
J Ntpck|uct) — u (1) |)3dt = 1 
G 


从 而 对 w€ C, m (6.1) 式 和 Holder KER, A 
|й-шм<<[ cuc ~ wepu) 


G 
—uo(t)])sign(u(t)—u,(t))dt 
f «iiu — м „реки usi, = lu ~ wi ar 
FÆ u,=x(u]|C). 
定理 6.2 dE MOOCA, P) 连续 ，C 为 1% фа, 
и. СС, исі, |С, Ш wo = x(u|C) 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任意 
wcc 
| Qu - wosp (њор. )ззвл и (г) 
- wy (t))dtzs0 (6.2) 
证 必要 性 | 
因为 Ми) E A, ри) Ж, diug82.15, Min L' OC, 
Wo uA ЕТЕ 国 为 


omm luo- «| ， _ ' 
r(u,—u) apa o siena, u) . (6.3) 


| ИШ ХО uc) пс ЛАТ 
这 里 а | Hu, — ujlla Р [шь ~ иу, )“ Tt 
与 定理 6.1 充 分 性 的 证 明 一 样 ， 对 任意 wEC 


0=<1im (сш — u) trew- Wo Jilan — [us -ulir 
T0 T 


= W- Ugy r(u-u)» 


= (аса) -uscodap (РС 0 sign qusc) 
5 lo -ujk 


—u(t))dt 
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从 而 (6.2) 式 成 立 。 
充分 性 
对 任意 wEC， 由 (6.3) 、 (6.2) 式 与 Hólder 不 等 式 


и – tollin = us, ru uo)> 


= [esc аа ор СӘ signe) ~ us cot 
a | Hola 


<| Ce(t) -wD Jap (59 CDL ввп сыс) 


6 lu 7 LIPS 
— ug Ct)odt 
u-u 
<lu- wlonlap[ pired m 
0: (M 
= lju- wlw 


于 是 w= m(u|C) 。 

推论 6.1 设 M(u) € A... ри) 86, L3 1“, 的 线性 子 空 
iB, u, € L, u€ L*u/L, W oru DERIER: ХЕ 
Ж wcL 


| w(t)p(k|u(t) -u,€) Dsign(u(t) -u,(t))dt 20 (6.4) 
o 
这 里 大 满足 | Nepkut) - co poat - 1 "E 
G 
证 必要 性 
由 定理 6.1, XF w€ L, # 


fn —w(t))p(k]|u(t)-—u (t)|)signeu(t) 
a 


—и„‹1))41;>0 | (6.5) 
这 里 k 满足 | weqe ње гет А 


又 由 二 为 线性 集 便 知 0 与 ?wo 属于 工 ， 因而 在 (6.5) н» № 
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为 0 或 2&o， 其 不 等 号 不 变 ， 故 
а сораи) -u (t) Dsignaic -u (t))dt=0 


` G 
从 而 
| WPu) -ut sign uct) -im(D)dts<0 
! | 
Я -wecL, MUAELR PHE adig w, Ж 其 不 等 号 不 变 ， 工 
| w(t)p(k|u(t)-—u(t)|)sign(u(t)-—u (t>)dt = 0 
G 5 А А . А 
充分 性 


因 (6.4) RAM (6.1) 式 ， 由 定理 6.1 立 名 可 得 。 

推论 6.2 E MODEA, р(и) Ж, LER, BRETA 
l, m € D, u € Lš AL, ul t= m (|C) 的 充分 必要 条 cmo. 对 
任意 wEL 


[won ee | jimu - mar n 
证 “由 定理 6.2 推 得 。 i 
推论 6.5 车 C 为 Le(1<p< co) 中 凸 集 ， 则 pcC 是 了 EZ2 在 
C 内 最 佳 逼 近 元 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任意 mpEC 


| (o (t) 一 9 HILF) =p tt) ] 77 ‘sign(f C1) 


—Фь(Ф))@12>0 
证 由 定理 6.2 推 得 。 
推论 6.4 ix Fg L^ü-pcoo) mmu. Wes EF 
AIC КОБЕ REDI EEG R MEE 


.~ . 


Í ТИ) (人 -pdt = 
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证 由 推论 6.2 推 得 。 


82 最 佳 通 近 算 子 的 连续 性 与 单调 性 

最 佳 逼 近 算 子 一 般 是 非 线性 算 子 ， 因 而 研究 其 连续 性 与 单调 

19744g, Brownt4 举 出 反例 ， 说 明 Banach 空间 X 的 自 反 ， 
严 烙 同性 不 蕴涵 算 子 XT(* 1C〉 的 连续 性 ， 这 里 C 为 XX 中 闭 山 集 。 
1976 年 ，J,Blattert5 证 得 ， 对 于 和 中 任何 闭 凸 集 C, тС |С) 在 
在 的 充分 必要 条 件 是 X 自 反 、 严 格 凸 ,本 节 将 证 明 ， 对 于 Orlicz 空 
间 ， 这 一 条 件 也 蕴涵 算 子 x(*1C》 的 连续 性 。 

引 理 6.1 XWH jgh Banach 空间 ，C 为 X 中 局 部 弱 列 
RADE, MAT тс |С) 连续 。 | 

证 ЯСЛИ ТИК, |, PES, X £ S T 
aC 在 X 上 存在 。 mE | 

№ x, х,ЄХ(п=1, 2, =), |х, -х 1-0 (поо) , in 
Тах |С) — rz(x|C)]|— 9. mnoo , Ai 


тх, |С) - хох |С) 2220  (-1,2,—) (6.6) 


由 于 : 
j Гас, 1С) -x,] Па) — xl | 
| llz(x]C) — x,]] -eae —х]| |, 
< 当 jei -xla х] 
| O -xl ас С х) 1, 
35 “их, |С) - х, |1 la Cx] C) - xil 
«x, -x||--0 m>) - (6.7) 


可 知 {z(xo1C)) 为 C 中 有 界 序列 。 于 是 由 C 的 局 部 弱 列 紧 性 ,有 于 
列 {z(xns1C)} 满 足 


л(хп,|С)——>уЄХ (k— со) 
WACHA, Anh, k yec. 
LA 
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л(Хһ, (С) — Xn, >y – X (k— со) (6.8): 
由 范 数 的 弱 下 半 连 续 性 、 (6.80. (6.D Ж, ROE 


Пу = xli lim |I=w(x= |C) -Xna 
ET 


= | mw(x|C) -xii 
再 由 x(x1C) 的 唯一 性 ， 有 
f у= х(х|С) | О. (6.9), 
[ШШЩ (6.7) 、 (6.89 、 (6.9) XX, BUÜBHTERHBIUTI 
| л(ха,„|{С) <хк„->л(х|С)—-х . ` (kæ) 
亦 即 | 
ж(хп,|СУ»->л(х}|С) (k— co) 
xp (6.6) HFA. | 
定理 6.5 W M(u) G A, R. MGO PER, CHLI 中 局 部 . 
ВЭ Т, Ш лсе |C) 连续 . 
‚Ж AAMU) E A, Mu) E, dHHiERE2.10, Lg 有 五 性 
质 ， 从 而 五 严格 凸 ， 于 是 由 引 理 6.1 推 得 r('1C) 连 续 ., 
定理 6.4 对 于 L% 中 任意 闭 内 集 C， 算 子 r( |C) 连续 的 充 
分 必要 条 件 是 ZL 自 反 、 严 格 凸 。 
”证 仅 需 证 充分 性 
BLZ 自 反 、 严 格 凸 ， 故 对 LZ 中 任何 闲 山 集 C, aC |C) EJ 
存在 Ы | ` 
Li BE. PDAS [中 闲 凸 集 C 为 局 部 弱 列 紧 的 ， 而 且 . 
Меш) EA4A:，M(w) 严 格 凸 ， 于 是 由 定理 6.3 推 得 r(.|C) 连 续 。 
ТАЯ лсе 1С) ЛАВЕ 。 


ммо = - (1 之 p 二 oo0) 时 ，L*y =LP， 对 L? 中 任意 闲 


С, л 1С) ЈИ Т, Ви, >и, а-е, AM ralo 
>ж(и,|С) a-e (ZAD )， 但 当 M(u) 为 一 般 N 函 数 时 ,天 (|1C) 
.不 一 定 是 单调 算 子 。 现 举 反 例如 下 ， | 

例 6.1 i$ G-rC0,83, DXG —U] Lebesgue 可 测 集 全 体 - 
. 252 < 


РГН ЈО 35, mes 表示 Lebesgue 测度 .X.- (ó, G}, MË 
EUii(o-rd&, ЗЕЕ ИГ ЕКА АК .定义 


[ 56007 200981510 

| 1 

| iio 10x t«50 

| 

| -— 50<t<55 

D(t) = 4 

| 3 

| 1157 55=<t<57 

| 
5 | | 

| r 57<<t<100 

| 

\ t 100<# 


ul 


MD = f p(t)dt 为 N 函数 ， 而 且 М(и) € A, i V, , 
Q 


A 
C= 7 ЕН Lys uCOXT Ez, 88 Y 
желм IP Be 3 J LBS ЫЕ. 


k CESAR 
utt) -f 55 0=t<2 
` — 10 2=<t=<8 
r 55 Oxt-l 
| 3285 m 2 
woD-4 68 ` 1=1< 
| . 
L. -10 2<1<8 


则 ul, Е xulc) 一 rzCwlcC)， 从 而 xClO 不 是 单调 
ST. | 
HAME а 0х аб = 1, SEE 
. 253 . 


| Mt t))dt = 2M(55) + 6M(10) 
o. 


10 ` 10 


_ t 40 15 Í t 
E 560025 * 112 + PAEL 5600 


e 
EE 46 + 112 ^ 
m lu — ОХ} (м, = lala 1 + 
再 证 ， 对 任意 29, du—-axcio5,—1 à 
如 果 .0< 过 a 二 5， 那 么 


1 


| M(|u(t) - axc(t) Dat = 2M($5-a) + 6M(19 +a) 


G 
К,ус 3 1 
=2[mcss) - e] e| Ma +,1,а] 
a1 Ó 6a 
=i- agy +11727 


BMA Пи - ахі 221. B ea>5， 经 过 类 似 的 计算 ， 同 樟 有 上 
述 结论 ， 这样 一 来 лси|С)<0 . 
ux 35 
以 下 证 明 лом |С) 2-е Hun ли |С) <леміСс) ， 于 是 
完成 证 明 . 
65 35 3285 


设 а= 6% B= 68 ^ Y= Eg; 则 


С) 


(5) м(222.)+ m 128.) 
| = М(57) + M(50) + 6M(1) =1 ` 


和 于 是 |w — ВХ (м, =g 


• 254 。 


пеле, ATES БВ 一定 有 fm - Боаза + 
AH ec rh "D 


[ M(— |wCt) — Бх.) | Jat 


а 
G 


2M (x 2°) (t "y. +вєм(1%+®) 


= м( - 2E "uz )* м +0 (= 2) 


0+8) B-b 
+ вм( a ) DN a ) ` 
21-4 9 с 8 t 6 B-b - О, обу 
р (тїз 146 T5 a j> (58 SEE 
T 30 
Wifi av = рхо ame 娄 似 的 计算 可 以 导出 ， 当 b< -8 He 
也 有 :Ww Бому >a, 总 之 I Ë È EN : 
m(w|C)> -6- 35. ü 


PAREHA hr "1C) 为 单调 算 子 的 充分 条 件 。 s 

定理 6.5 WE MEA, piu) 连续 、 严 格 增 ， u, wc 
Lóos CALM ИНН АДЕ dist(w, С) =distGw, C), Шим 
G«e«-2z(ulC) c m(wiC)a-e. . : 


Wu Uis. wcC. £ u =л(и|С), wH m(w|C) , 
WEU wo (комо = Є Стиви ° 0c 1o tn 
м(т) = (1-т) и, + TW = ш TOR. 一 iR cai y € ф, 1] 
V(r) = u-w(r[o, 
= ¿(u — US) TCU, — Wo) Xtuoc wo [aa t€ C0, 11 


因为 и = л(и|С), w(z )€C, r€ r0, 17, 


(t) 一 到 (0) 


3700) = пт 
з» 0 T 
-lim u- wT)! eyy — Hu — Wolly, 
т 0 t | 


于 是 
«(ио 一 Wo)XCuo<rzo s "(4 — 14)» z49/(0):.0 
JtAbrCu -uA u-u, BB ETEA. PHAESEZ.19, di aə>0, 

使 得 


ашо cap( D ul signe с 
r (tu ш) =ap( 到 二 )signa: и) 
Mii 
[ ap( CO Cus C|. luct - u (t)? sign(uct) Las (tD (u, (D 
du и, 
- wy CODXG cu di 0 
中 有 : 
j p luct) — ue (t) | sign(u(t) un GO QW (t) 
iu — tlian 
{ио< wo) 


-u (t) dt <0 (8.10) 


类 似 地 ， 设 z =u Aw ， 


z(1) = (1 —1)W, + TZ = ,-+ T(t- Wo) XCuo < ws) 
ф(т) = |w-zCDllan 
= (и W) TCW — Bo Хао <w) Ка T€ (9,13 


808 (020. 55 Е, 由 定理 2.15, 有 8>0 满足 


| Bp ромео. sign(w(t) — w (20) (СЕ) 
oi CM) 


-Uuy(t))Xc cw, dtzs0 
因而 


| p(ICO men sign(w(£) — wolt) ) QD 
Cs iw ЕЛ | 
но Uy 


—u (t))dt—0 B (6.11) 
d (6.10) 、(6.11) 式 ， 我 们 得 到 
| (Co COH sign(w(t) — wo(t)) tw, (t) 


uo wal w woll can 
- u (t))dt 
= | (PP Jsignasct? исе), G) 
~ TELAT н | 
[uv wel 


因为 w(t)=çu(t) ае. , ЕСИМ) 上，w(t) -wolt》 
LUCE) -U (t) aree, Wm E #a A fs [ш -tollen = fw — 
widan Ж | ис 
Wt) —w (t) — u(t)-—u,(t) 


IA шуу [у O —— ase. 
Tw — woll ew, - he — tol crs : 
于 是 
Jw- w (t) Ne _ О 
PA hw will ars JSign(w(t) —wa(t)) О 
ze pf 1€ — uS CO | _ »n 
<р( lu — woll car. Jsigneuct) u OD a-e 


再 由 (6.12) RYMT mE 
mes(Cu,- w,2) =0 О 
即 z(u|lC)-uow,-2mow|C) ^ ae. 。 
88 Ж Nx k ОКЕ 
Wt 〈9,z,p) 为 概率 空间 ， {z,]} 为 了 的 单调 的 0- ETT 
BCE C, Eu = Ü E.» REEDED, E- Г\к,, Doob 


鞭 收 剑 定 理 指出 ， 对 (9) 中 每 个 随机 变量 5， 有 
。257 + 


артар (n— оо) 
这 里 EEIE, (n=1,2,… ,00) 为 在 ,上 的 条 件 期 望 Hi mE 率 论 
Ф, ELI D = (EC) (n=1,2, =, œ) 这 里 C,- {ЛЄ 
工 :(9):1 为 ,可 测 } ， 而 且 成 立 
С. = LJ C C, cC c) 或 C. = qoe, (C,= C, >w) 
б. Q2 | ] fæl И 


Doob 款 定 理 有 各 种 不 同形 式 的 推广 ， 本 节 将 对 自 反 、 互 严 
格 凸 Banach 空间 X 中 单调 闲 凸 集 列 {C,)}， 证 明 广 义 的 Doob ¿E 
理 ， 然 后 由 "Orlisz 空间 具有 HH 性 质 的 条 件 ， 推 出 自 反 、 严 格 凸 
&g Orlicz 空间 中 预报 算 子 列 的 极限 定理 。 

、 设 X 为 Banach 空间 ，{C。} 为 X 中 单调 闭 凸 集 列 ， 如 果 . Ci 


C,—ƏC, +=, 令 C. = a in C, { C.(n—<o)s 如 果 C, 


CC, M, AR C. = Ü Cas BHC, t C.(n—oco) 。 
waj А 


定理 6.6 8х, Ни Banach 空 间 ，{C,) 为 X 中 
单调 闲 山 集 列 、 如 果 С, C. 或 C, С. (поо) ， 则 对 任意 
x€ X, 有 

llz(x]C,) —-x(x]C.)]--0 (воо) 


WE су CC 一 co)， 对 任何 x€ X, dmi Ж 理 不 
真 ， 不 妨 设 
[х(х|С„) -л‹х|С„)|>®в>0 m=1,2,%) — (6.13). 
HT Ш С) С, еее јх Сх |С.) 
所 以 їшүх-л(х|С„)| = rmÀx-zGdCo] | 
如 果 出 现 r>l|x —x(x|C.)l|, WIE nl, A 
СЕРА ЫЈ (6.14) 
因为 aC) € C; = D) С,, iR (C,) 的 子 列 (Cn), 


Xu, € Cn, (k=1, 2, eo) 满足 ЕС 
. 258 。 


lim z(x|C.) —Хпь„|р= 0 


k =o 
ЖАЛП ETEK., 2 kake 时 
IC.) -xal <-убг.—|х-ж(х|с. |; (6.15› 


于 是 当 kkf, Hi (6.14) 、 (6.15) Ж, ФПЖ 
ix = Xni тС + |л‹х|С„) хае 
这 与 (6.14) 式 相 了 矛盾。 因此 
1limix-z(xlC,)'i slx-zx(x|C.j (6.16) 


п. co 


出 于 Ci 非 空 ， 选 x,€ C,, 9—0) п>1 

Iz ex [Cot liae €, —xll + 111 ~ xi + lxi 00:. 
HI (z(x|C,); 为 X 中 有 界 序列 ， 因 而 由 X 自 反 ， Si Rl 
Cn, У.С X, WE 

л(х|Сль) жуу (kœ) . :+ (6.17) 

因为 C Hh, MESA, б y, CC. . 再 由 范 数 的 弱 下 半 连 
ERTE, JH ... с 
. X ll <limlx —z(x|Cni)|| = [x — x1 €: 


顾及 到 X 的 严格 凸 性 ， 便 知 | 
BL 162100 _ . . (6.18) 
H (6.17) 、 (6.18) ‚ (6.16) xx, REI X ñ H FE 
质 ， 得 到 х-лх‹(х|С„һ„)->х- GC.) (k--00), x5 (6.13) 
式 相 矛盾 。 ' E 
(2) W C,4C. (п-»оо) , x€ X, 假如 有 seo>>0， 
-{т(х|С„) —z(x|C.)|22e,2>0 (п=1,2,..у (6.19) 
ТЕЖ ЗЕТЕ 。 . 
”因为 [х тС) тС [С.. lls 
Жїлт(х|С„)} 5, MAMAFA х|С»,„)}, VEX, 满足 
m(x|Cx;,) —=y, (К> oo) 
BA y,EC.， 且 | mE 
. 259 。 


х-л(х|Сһ„) ——x – y, (k— co) (6.20) 
y i= x(<x|C.) 
后 证 . 
limjx—m(x|C,)!| = |х—х(х]С..)] (6.21) 
如 车 不 然 ， 设 r>0, We 


limllx — x{(x|C,)!| = rx —x(x|C.)!, 


&-С={у:|х-у|<г], Wl {x(xlCn)}EC, z(x|C.) EC 由 


分 离 定 理 ，r(xlCa) —\->л(х|С)у (оо), К ЖШ. 
н (6.20), (6.21) ， 应 用 AH 性 质 ， 导 出 
| ж(х|С»һь)-»=лх(х|С.) (К->со) 
与 (6.19) 式 相 矛盾 . | 
推论 6.5 it Là, 自 反 严 格 Me (C,) 为 LA, dun Win rs 
Жэ, 如 果 C， С.С, {С. m>) ， 则 对 任意 исі, 7B 
lz(41C,) —z(1C.2lan-70 (оо) | 
证 .由 定理 2.10、 定 理 6.6 立 即 可 得 。 
下 面 研 究 Orlicz 空间 中 由 o- 格 列 给 出 的 预报 算 子 列 的 收 
` ik (0,2,4) 为 全 有 限 不 含 原子 测度 空间 .5 的 子 类 5o 称 为 
的 0- 子 格 ， 是 指 P.0E E» H (A)CE, ШЦ A.C m. П 
A, €En 9 上 实 函 数 wK1) 称 为 关于 Do 可 测 、 系 指 对 任意 实数 c， 
集合 (t:itCQO,u(t)>clC€C >s W C= {uiu E Lios u 关于 也。 可 
测 }，z(.1C) 称 为 由 o- 格 2 给 出 的 预报 算 子 。( 易 知 ，C 在 通常 的 
半 序 下 成 为 闭 凸 格 ) 。 | 
,, Ж (2,250 -- A-T BECCO], 5 E. Ж 


д, Войо-Њ, іа Д, КЕ. (окоо), О.о, АФ 
XE. = \Е,, BUDE, у Б„(п»со). ЖЕ, фи 1,2,6) + 
п] 


. 260 + 


BAC, = (u:u€ Ly, ATIN) (n=1,2,…o0) . 
引 理 6.2 如 果 格 Z' 生 成 "- 格 Z"， 则 对 任意 4E E", аро, 
在 在 BE E' ER 
BCAAB)«e · 
此 处 4 入 B 为 A 与 B 的 对 称 差 。 
.证 BROD, ААЖ). 


引 理 8-5 3 MWE As E-[) E, (BCRC …)， 


-1 


= {u€ Lins U) Jj 区, 可 测 } , 则 对 任意 wEC., 存 在 C, 中 简单 
函数 列 {g,}， 满 足 
Ju -8n hen? (00) 

证 无 得 一 般 性 ， 只 须 对 WEC。、w(t) 宇 0, 建立 引 理 6. 3 。 
事实 上 ， 设 引 理 对 C。 中 非 负 函 数 为 真 ， 对 于 任意 的 kE C。， 有 
u(t)=u(t)V 0+u(t)/A0 
8289 C..29o-38,. Amu, wAOCCLH, и\/ 020, jd uA 
为 g， 则 g(t) 宇 0 且 g(t) 为 5 可 测 函 数 ， 这 里 Z4 = (AS:AGCE.), 
НМЕ, СЕ: = (As: AC Zi} 张 成 的 c- 格 . 现 将 非 负 情形 应 
MAE ri, WU XCTI THR А ра Жн} 按 范 数 收 敛 于 
-8 =w 八 9， 以 及 按 范 数 收敛 于 twV0 的 2 可 测 简单 函数 列 {g,j， 


к= g, +h, (n2 1,2,2) 
sl | 
Пи = Ellen = AUVO жа A0)- (8, +h.) lon 
«uo glos + ПЛО-А, Пом 9 
(A00) 
ИТА “ЄС. uct)m0 . 
ЯЗ ЖЛ НАК, KECO ,K325 2 7) V. 4 OR 去- 的 区 
jj А 
орис) n m, DOE BIZ DAC ELE o 也 ， 从 引 理 
e 261. 


6.2, #AE,,; € Z, (ј=1,2,.., k2*5 +1) id 
cf veamos Јав, н), 


(j 20,1,2,..-,k2* - 1) 
{EE Q:u(t) 0) AE,, ) e, 
这 里 е.(к=1, 2 s 7) 待定 。 顾及 当 tco Bh "P 可 取 - 
E: =Q 。 | H 
АПК, 4 E = Е, G 0,1, ke 2.1) 定义 
E, n] il TOT 


| k {СЕ : 
t) = ; j-a 2 | 
E(t) | k= 5- T2740 E,, (j=1,2,.. ke 20) 


为 进一步 简化 记号 ， 令 | sons 
K-(tCcQ:u(t) >k} 


K;-[t€a: k - 1 


2s 
j = 0,1, ke 28 ~ 


K25-1- { со: ocu Em 


L, = Uefa 0,1, ,k2 1) 


3 | 
pe i ; k 
13 =83,.0(0Е,), 0,1, 5 - D 


{ MEuct) –всозан = (Muce) - e code 
Q K E 
42k —1 
十 之 Mut) — gt) 2dp (6.22y ` 
j 


° 262 k: 


根据 在 K 上 ， u(t)>k, O«cg, Ct) «ck, 从 而 
Oxcu(t) —g, Ct) u(t), t€ K 


再 由 MEw(t 亲 可 积 ， 故 
| Mr(u(t) —в,(зйи < |Мгис:)3Фи-—>0 (enc) 
K 


K 
(6.23) 
下 面 估计 (6:22) 右 方 第 二 项 。 
XP T4, O<j<k2- 
| Mr(u(t) —g,(t)J)du = J + | (6.24) 
Ki КУПЕ; к;п I 


N Mtu(t) —g,(t)3du < [ M (3. )àn 
Ens | 
M 


=< T 5% o, (j20,1,-,k2*-1) (6.25) 


又 对 j 20,1, ,k2*- 2, 有 


| tC Q:u(t) >k- H1 


ТАЕ, 


К, nE,c{ t€ Q:u(t)—>k 一 7 \ДЕ,, i-20,15,-,j 


HApEOj-k2*-1, WA 
K; ПЕ IC (£C Q:n (0) 20) ABE; i 


K; E, Í t€ aiu cO o AE, i 21,2, ,] 


由 此 即 得 | 
AC, n L, ур EPEL (Kt Da, (j 90,1, ,k24 — 1) 
Tidi 
f M Cult) — (£3 dp < j M(k)du 
KNL; KiNLi 
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<M(K7(k24+1)e， (P-0,1,,k254 1) (6.26). 
Ж {es} (EM CO C24) (k2^ + 1)е,->0 (Коо), A 6.20), 
(6.25) ， 我 们 得 到 


S 1 [reo — g, (t)Jdu 


> 
=< 


м(-2- ) eno ) + (KE20M(KE) (K2* De, 


<M( >= Ju(Q) + Md k2)(k2^ + 1)es 0 (k >00) 


(6.27) 
H (6.22) 、 (6.23) ‚ (6.27) >=, 并 利用 M(u)C A, BI 
Пи — gall cn 70 


(К->со) 
引 理 6.4 若 M(u)CA;, 则 


() Z,|(E.5C,4C. (1-90) 
(2) ЕЕС, С (i00) 。 
证 


а) HE RRE D. - 
由 C; 的 定义 ， 并 顾及 到 C 的 闭 性 ， 我 们 有 


U c. cc. 
n=1 


任 取 wE Coo。，e>>0， 由 引 理 6.3, EX TE, = Üs, ni 
LELT UGI 满足 | 


lu — &llan < 


因为 gc 为 简单 函数 ， 而 且 F, CE, 一 CE, E, = 
Ú E, WUA no {E 


fig OX T En, 可 测 ， 从 而 8BECn › 于是: 
uc Ü с,“ 


е 264 。 


эз 


c. = J с, 


定理 6.7 设 Ми) CA, iv IRB. Mu) 严格 Ob, F. v Z. 或 


E, $ ES 05), WIXHER uE Lk, 
aule) -z(u|C )| 7€ (й-> оо) 


it 由 定理 2.10， L^, ABER, Нук ү [Н], Am isl 
6.4、 推 论 6.5， 立 即 可 得 . 
§4 一 个 非 二 次 指标 最 优 挖 向 问题 


芳 虑 分 布 参数 系统 


М 
| T - xr, (8,28) 
=U， x€ T, 


这 里 4 为 Laplace HF, ARRALAR T 的 有 界 开 域 ， 
Q 尼 部 十 位 于 T 的 一 侧 , 和 >>0 T= r, Ur, Nr =g, JEL), 
8 C LT,) ,为 To 上 待定 的 边界 条 件 ， 

工程 中 提出 的 许多 间 题 均 可 归结 为 ， 给 定 了 的 一 个 “约束 ” 
U,:， 在 .中 是 否 蛤 一 存在 ww， 使 得 (6.28) 式 的 解 y(a* ) 与 给 
ЯА “最 接近 ”? 此 即 一 个 最 优 边 界 控 第 问题 2D， 

对 于 hE LI(9)， 不 宜 采 用 ¿pik 〈1<p<co) dU, Jw) 
= 1у(0) -kl z? v€U,, 来 刻画 (6.28) 的 解 与 4 的 接近 程度 ; 如 
用 “一 次 指标 ”; JO = убо) R e€ U, 讨论， 又 不 能 保证 
股 优 控制 的 唯一 性 〈 因 为 范 数 | - rt 不 严格 凸 》 。 本 节 借 助 于 
Orlicz 空间 ， 引 入 与 b AKHIR 指标 JO = убо) — 
пот Л О Ми) ОО N gan, НОЧ RELO) 
HJ, ЛО. Лео Е RIER” 
U. 内 ， 最 优 控 制 叭 一 存在 ， 


空间 20,00) iw 
(D h€L5,(QD, (2). L'(Q) CLS,C0) H. 38 REL NO) 
Bj, 1209) = Là5 (2) ， 


证 若 有 p>1, REL^(QD, %4 p<2 Bb, W Mao =E 


当 p>2 时 ， 取 Mao = 117, qp Moo 满足 定理 的 要 求 。 否 


M], hCL'(QNL'(Q) (1<р< оо) ， 令 
G,-[tCQm-1«|hct)|«nj (ъ= 1,2,.+=) 
则 $ nmesG,<f Incoldt e mesocos . }%— P| B RA 
nml . 
9 
(m i), ЎЛА m >k, т„,>®2т„, R. 


miei cl, mes, < ы (kz1,2,-) 
nmi 
命 
Г t ` 0=<t—<—1 
p (t= 4 1 1<t<mi 
Uk оттур (= 1,2,5.) 


lul 
则 M,(u) = | o. (DANARO mE. 
0 


f Mi(h(t))dt = 5) | Mih(t)) dt < Ў М,(и)теѕб, 
E n=1 . 


n=1 
9 


Ga 
m-i 
< 5) np(n)mesG, x > n - mesG, 
n- 


c k 
十 > о < °° 


E h€lirnoD». 
又 由 m>% (k= 1,2,..), dd 


pi(t)<t 0<t< оо 


AWM DBF lul FÆ 200) CLOro A) ， 
当 {>т Bj, Ye ті <M, + 
MJ Zm,«2t-2m,,i-— mi; WE 
р.(21) <к+1<2к= 2p (1) ` 
从 而 当 >и, = 2mi 时 
2и 
MG = | n (dt 2ир, Ch) 


0 


u u 
=516-,-Рр, (5-)<16м, (и? 


KIM G) EA，。 再 令 
lul 


M(u)= | p(t)dt 
0 


jl MO JM Си), POE MDEA, 18 p(t) 连续、 严格 
Bá, УШШ 2.2, 2.19, Б, ЈА. ith. HA 
h€L£,Q), L*(QQ) c L3, (9) 

以 下 固定 M(w) 为 定理 6.8 中 所 构造 的 N 函 数 ， 设 NC(V) 为 其 余 
NAXI © АЄСІЗСО) . 

引 理 6.5 C7(2) 在 Ev(C2) 中 秽 。 

证 仿照 C3(9) 在 19) (1<р<оо) HB UE 。 

引 理 6.6 对 VELT), ја (6.28) 的 广义 解 为 y(v) ， 
定义 A, v i—>y(u), W 

(1) 4 为 从 LTo) 到 Lao(2) 的 连续 算 子 : 

(2) Aw) 4:04 Fréchet т, Н. 

Асу) = А'(0)о+А(0) vc L'(r) 
iE G XPCLWQDO, (6.28) RAE — Y X4 v, 


убо) €H*(Q) CH'(Q) = LQO) Lt, CQ), MTAA MELT) 到 


p(t)= M? 


LA (QS TET . GXPH (0) .He(9) 为 Sobolev 空间 )。 
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Ж о,ЄІ?°(Г,) n= 0,1,...) о, -Vol z2r 00" >o), H 


(6.28) 式 的 解 对 v 的 连续 相依 性 ，Z2(Q)CL& СО), # 870, 
使 得 | 
UYU) – XC) lan <В1УСо,) – Уо) pt (n—= co) 


(2) ФСС (Q) OL (Q) 。 由 (6.28) 式 ， 应 用 Green 


— 

8 
a 
е 


= | -Aypar 
9 


“一 一 bb 一 一 


дус) | дф | _ 
on odt = У) "UH y(O (А A)gdt 


ду( у) -| J дф | дф 

d á —— dt ))— Gf 

E pdt gp dt + Un 0 + ymo 
Г; Го Г, 


+ 


p — У — lap] 


yv) (А — A)pdt (6.29) 


对 于 任意 PECO, ИТО, ФСС (9) NL” 
) 9) ， 满 足 方程 


(А-А)ф= 2 ， x€ Q | 
| -22 - ; x€r, - (8.30) 
ф = 0 , хЄг, 


将 此 函数 代入 (6.29) Ж, quil 
| убо) Pdt -| У(0) (А — A)gdt 
Q o 


- | fo dt + | go dt - E E P dt (6.31) 
p T， To 
ТЕ (6.31) AP, DHS v 换 为 gu(0<6<1) 与 0 du (+), 
GO + Се Свя), HIE 
. 268. 


(ocv -ydrt = - | 06592_at (6.32y- 
2 M ` ‚Го © 


再 册 6.3D 式 减 (**) 又 得 


ORO = - | v Sa (6.33). 


9 To 
于 是 由 06.32) . (6.33) 使 知 
[EC 


EC: О) ЕЕ, СО) BR, MaBACOO = убо), VEL), 4 
(A0 САКО) CAG) - AQ03 =0 0<0<1 6.30 
"сМ : . 
据 定义 ， A(v) 在 0 点 的 Frechet 导数 存在 ， EL 
A'(0)u =A) — А(0) 
引 理 6.7 设 U, 为 [2(T,) tube usd, M C= yz 


v€U,,) HL Н o 
证 设 y(V1)、y(v,)EC， 由 引 理 6.6 


loQ)0 e») 


1 
2 


обн) ao (ti) 


CA/(0)v,  A(00)3 £g CA OD + A(0)3 


Wo CU, 故 C 为 凸 集 。 
任 取 一 列 (060,0), Hi PULS) LT ARS Ж, 
帮 有 {0,} 的 子 列 (oss) 满足 | 2j 


Un, ——U, Є О ра 


А0) ААГ, а СОНЕТ, Wit 
А! (0) оп АСО). (К-коо) 
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于 是 

Yn) = А” (0 Jun + 4(0) 一 一 4 (0u, + Açc0) = y(u,) 
(k--00) 。 而 且 y(vo) EC， 所 以 ，C 为 弱 列 紧 闲 凸 集 . 

定理 6.9 设 Uu 为 L*(T,) 中 有 界 闭 同 集 ，J;(v) = УО) 
-Allon СО, а, КЕЛЕЕ v* CU, 


J,(v*) = inf po 
А ve€U 


证 设 C = (У): "A 则 C 为 Lx, ЕЧ, 
从 而 由 Lo(9) 的 严格 凸 性 ， 唯 一 存在 YE C， 使 得 
ПУ — Моо = en, c ly) -hll 
yv 


亦 即 有 v* EU 使 得 y=y(u*), H. 


Ј (0%) = int Do) 
€ U 


如 果 又 有 v1* CU, "V y=y(u*), хЄ 9,0 ЖАЛИ E 
` JH, vQ* =y(u,*): -y(v*)-v*,xCTI,. 

推论 6.7 设 U,,-(((O: 9€ 定义 于 T, , mv 
Ih2} ,hEL(0), 则 唯一 存在 v*EU。s， 使 得 


TCV*) = inf J,(v) 
vCUsa 


RAIO) C yao) -hly YEU . 

证 易 知 Ue 为 Аг) PARAGE, X h ZE 6.8, 
EL2(Q) =Lai(9)， 从 而 由 定理 6.9 立 即 可 得 . 

定理 6.10 idt REC， 则 v*cU,, ‚ = def Jo) 
<= fE Ж UCU,, I 


А h- y(v*)1 2 '. 
[y(v*) - y(%)J p oo sign(h 
| (esit )sisn( 


ud г\(0*))@4Е:>0 . | | . 
证 EMG C A. DOO 连续 ，C 为 тд, 中 闲 凸 集 ， 由 定理 
+ 270 ° 


6.2， 印 可 导出 , 


55 最 小 Orlicz ТГ . 


在 分 布 参数 系统 的 最 优 控制 中 ， 最 小 能 量 控制 具有 册 显 的 实 
际 意义 ， 其 抽象 形式 使 是 最 小 范 数控 制 ， 
考虑 单 输入 的 分 布 参数 系统 | 


x(t) =V(t)x,+ [оса ,тувист)ат 
这 里 控制 空间 为 Orlicz 空间 Ly CO,TJ, BH ac Lg CO,TJ, dk 
态 空 间 为 Banach 空间 X, Шо xC X, X(t) € X, Q0Q=<t=w=T; 
 V(1) 0<t=<T, Uçt,r) 0<<z<t<T 是 从 X 到 X 的 单 参数 与 双 参 
数 的 有 界 算 子 族 ; bEX . < | 
Qr=(x|x€ X, auc Ly 使 得 х= x(T) 


=V(T)x, d U(T, приста) ` 


无 得 一 般 性 ， 以 下 总 设 x -0. 
对 x € Q, (x +0), 再 令 


C- = fu: uC L'u, d x -foa, Sea]. 


最 小 Orliez 范 数控 制 问题 ， 就 是 确定 us € Cz ， 使 得 
llulla = inf July 


ucCx 


特别 ， 当 MCu) = ^ gp, BN Orlicz 范 数控 制 问题 ， 便 


是 最 小 能 量 控制 问题 . 。 | uu 
本 节 做 如 下 假设 көз 
(1) Ми) EA В.ч, Мо) 9: 
(2) HUT, Obi ELA CO,T сол 
3) 和 自 反 旦 有 无 条 件 基 {e,j | 
• 27] + 


° 


(4 x= PL €,» UCT,v)b = 2) в,(т)е, . 
9-1 


由 于 {e,} 为 无 条 件 基 ， 对 TE 50,T]， 自 然 数 n=l, AOI 
= lle, (De, I/I e, I< se/ = ЛОСТ тре, .从 而 
di OD fA ECLNOO  @m=1,2,= 。 

LC Lš 称 为 Orlicz ўве, REHVE LAs WE vio. 


T 
=1, шу = | новой. 


o 


UE 1* „к X Luxemburg 范 数 可 达 ， 是 指 Н ОС, 101 


=1, fluo = асосда: . | 
做 为 必要 的 准备 知识 ， 先 证 明 几 个 辅助 命题 其 中 引 理 
6.8、6.9 有 其 独立 意义 。 M 
引 理 6.8 0003882, uC F WD dy яркая 
条 件 是 存在 k0, (E | | 


| Nr(p(k|u(1)])Jdt = 1 
证 必要 性 
由 定理 1.27， 存 在 k0, WEB 


x eje 224г} = jallu = асосда 
E — | 
; 
<Í [roosa + ku ) 
b: 


+ [Maua dt } 


йй [Nooa ma 


Í (NQv(1)2- Mtku(1)) - ku(t)v(t))dt = Ó 
从 而 
N(v(t)] Mrku(t)) =ku(t)u(1) dees 


n Young жарларда. 11) 式 ， 并 注意 到 p(x) 
的 连续 性 ， 这 时 只 能 


u(t)=p(k|u(t)| )signu(t) (6.35) 


T T 
于 是 | Nr(rp(k|u(t)] )3dt = [Ncocoser = 1 


充分 性 
出 定理 1.25， 有 


T 
iuily = J |u(t)|p<(k|u(t)|)dt 
0 - 


H. lipckc]Iuct? Dolo, 21 . АЖ 
v(t) = p(k|uct) Dsignu(t) 


T 


4 ъс, ivl = 1, TH. 1а = | u(t)v(t)dt . 
引 理 6.9 W роо, uc Lk, M ulan 可 达 的 充分 必 
要 条 件 是 ， jd PM 2- Jar tel Ha(- - 2s n Уе Fw < 


[и] (Of) llo 


证 必要 性 


T 


BAVEL, Пок 1, WE ullao = | uwa) dt, 由 定 


‚981,27, dj k0, ER 
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1 T 
E + хоз dt) ={б к= 1 = | 


T ° T 
«x1 |м |11 + }мкөсооза: } | 


= "ZU ‚| NCko C1 } 


e 


uli) 
UCt) dt 
Julian . 


T 


由 此 得 | m S qe = 1， 而且 


lullen 


м[- ut) -|« Nftkw(t)) = wt) Ht? ku(t) ace- 


lulu ll] can) 
同样 由 (2.11》 式 ， 并 顾及 到 p(w) 的 连续 性 ， 我 们 有 : 


[uCt) | 
[ut curs 


Au (1 )e Ly. 


{ш (My 


ku(t) -»( signact) 


充分 性 
取 :a 二 0， 使 lap( Гас). Ji 


qula 


t 
uu (M = ju "I ар( р. )i Jis 


T B 
>Í u(t)ap ecol. signu(t)dt 
I [нш ^. | 


但 是 ， 另 一 方面 X. 


| manstu oe [i+ | o9 -)]ar) 
tool fu id Jar + fapio]. 
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= Huila | Icon, | p( 1o IC Da, 


2 Hulan P\ ju] lan 


T 
=f, ( luct)| Nos 
J u(t)ap( )sign u(t)dt 


| llo 
Wits RER mE 
v(- eb. il )signuct) | 
M 
引 理 6.10 唯一 存在 uC Cz ， 使 得 
[иу = inf 1ш, 


证 由 Cs 的 定义 ， 易 知 C> уйи Ж, 而 且 0ECz . НИН 
WOOD. An L'uO,T) 为 自 反 、 光 滑 、 严 格 凸 空间 ， 从 而 由 定 
30.30, 0 E Су 中 存在 最 佳 通 近 元 wos ајы = inf ulis 


再 由 严格 凸 性 ， 便 知 ww 唯一 。 
引 至 -811 设 0,0) е Ага, = 1, HOÀ 


ME = into [MAE 。 若 wmECz 为 最 小 Orlicz 
DlA, а, = 1 
БСР), 即 Пао = inf ры, MJ . 
“ЄС 
[шм 1 / I 3138s: 
T 
x=Í U(T ,v)bu,(1)dr 有 
° 
uU um с. s 
PL = | (> g,CDe, )u rar 
. D. 0 . ` 
= >( | g, Dou (t) dr)e, 
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T 


从 而 得 到 a, = [e.c coa (n21,2,) 4 oa 


0 
任 选 使 эма, =1, | 2k g oy ооду 入 = IK: > ЇН | 
式 可 得 


=1 


Tr 
1= 3 xa, =| (> À, g Ct) )u(r)dz 
T 
«f| > Ang, CT) | [и,(т) | dr 


«d 25 Мв, сойом - (6,36) 


TR 1/1 л. de if nf PM 
> TES 


mul. +: 


如 果 上 面 的 等 式 不 成 立 ， 即 
1f § ев, Порно ` (6.37) 
х,= | 8:8 € Lk, th} 使 得 Daa, co Hg) = 
则 X。 为 Lj 的 线性 子 空间 -EX LRR : 


F(g) = 31a, 当 (т) = P e, CORE 


=f 


F(g) 是 唯一 确定 的 。 事 实 上 ， 如 若 g(r) = > TEXTE р> 
hga(T) HÍ | Е 
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T 


| бел. - E am| =| È Ф, =, [a Cc dr 
na nel LES! . 
0 


T B 
= | | (2 (X, - p,)8, C) Jucodr | 
n=l 
°. 
<I È ,pg 7 9 


至 于 F(8) 的 线性 是 显然 的 ， 又 F 的 范 数 


| ha 
ME = sup Mi = sup 一 ?二 。 

o°. | ; æ — 

JEX RM Ъ)А„а„< co I| 23 А,в„ По» 
"8-1 
— ОШ 1 КЕ 1 

if — Engela РГА 
< fai І! 
Za ,< оо 
Aal 


4k Hahn- Banach 定 理 ， 将 F 保 范 延 拓 到 Lin E» 则 存在 Ww E 
L* ys 使 得 


了 
qup! [A isses Fon = fecu co gC L5, 
n=1 
' (6.38) 
特别 


。 T 
a, = F(g,) = [в„ cow coe m= 1,2,0) 


因而 


r 
х = Nase, - >( [e ow co ат y. 
9° 


t=] nat 


= Í (> g, (€, Judr 


А | 
= | UCT,r)b u (т)йт ` 


即 “ECczr， 然 而 由 《6.37) 、 (6.38) X. "I Hm ; 
wish, 8 u ccy 
这 与 w 为 最 小 Orlicz 范 数控 制 矛盾 .因此 | 
| [tolla =1/ EE, eis 
定理 6.11 Ф „ЄС; 为 最 小 Orlicz 范 数 控制 ， 则 
«rogat! Eten / енді 


| Es, (t) 

+ i КУ . 
"INE acd Ss. VAPORE" 
(Aa RBIS ES. ш, oiu 

证 由 引 理 6.11 与 (6.36) 式 有 ` IDEE 
1/1 EMG ees MP EN с ры 
T 
- [c DAE) J: >a, "Balle Ји, (tdt y 
Lol qt 
1 [| È An aC | / l! 224,6, t2 [us Ct) [42 
0 
пиу (6,39) 
шй Огнев ЖЕЗ. үң 016,8, de ok 0, диа 
| ameo paar =i (6.40) 


一 


应 用 定理 1.25 丰 
. 278 , 


T 


ulum | luacrlpeklu, аг (6.41) 
0 


md L*. 的 光滑 性 ， 并 顾及 到 (6.40 AAM рки, |) ioo = 
1， 知 (6.39) 式 与 (6.41) RAM 


plu OD =| 23s 00] / | Sel 
Jk (6.395 式 可 知 
Signu,(t) = sign YIN g, (t) 
n=1 
了 于是， 注意 到 p(a) .4(v) 互 为 反 函 数 ， 便 有 
по = e 236 COL А, loo? 
sign 31A, g,(t) 


(6.42) 
下 而 计算 k， 由 于 


1= А 和 oa， Je 


= 2-1; pu Ealey) 


- 


| pcadl Ses! [ÈM elo ad Zeo 
H n=1 02] "nal 


| SIX E lo dt (6.43) 
n=] 
为 简单 计 ， 令 


ho -a( 3 Ne 00 Lf PA Elo) 
wl | 


T T 
| Мерс эла: = | wc C] 255. Jg. (t) VAPAAN у dt -l 
А . 0 = 
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从 而 由 定理 1,25 
We | рест) расо а 
- foad Escola rsen 


ас EMED] SIEA glandi ° (6.40 
fx n=] А 
Н (6.43) 、 (6.44) 式 ， 得 到 
= 12 Ава Zate, | / TAE 
n=1 LES! ` n=1 | 
推论 6.8 WE Man = 1012 тво) w, ECF 为 最 小 5 
范 数控 制 ， 则 


nO (| RAPED Ў Actu 


sign (33A, (0) Т 


хш DA a s1 В| EA s= if |2) Ag, 
Ў А,а,=1 
1 1 
— =1 . + } 
ss 


` ү эр = I F 1. | = [v| M 
证 因为 Mu) =——(1<з5< со), H N(V) =— 
L.lli vD = [vl 7^, FE 6.11 
(+J = 1). Ат adeb = 1017-7, 于 是 由 定理 6.11， 有 
= 1 S 0 X 0 ! 1 S 0 
u (t) = , «(I 2l, g, C) i/i > k, gla Jsign( SA SECO 


= (1 ЗА с 077! it Siae, ts!) 
n-1 n= 


sign( XA, E) ) | (8.45) 
将 (6.45) 代入 
" T 
1= SA a, = | (3e c }и,с›а 
=-= пер 
0 
得 到 . 


; s'il ”总 ' 
К 之 L.E. (лг, = | > A gl 


推论 6.9 it х-н x Hilbert % f], Меш) = 161" ， 


U(T,t) «e (1-045, bEH, (e-tA:t20) 为 H 中 HAE w = 

- 4 生成 的 (cu) RETER. | 

| 又 设 {r,} 为 4 的 全 部 本 征 值 《不 妨 设 其 重 数 为 1) ， 对 应 的 
本 征 元 {o,} 构 成 育 的 完全 基 ，{@ ) 为 其 对 偶 列 ， 则 xs EC 为 最 

小 能 量 控 制药 涵 


t. (t) = SI. scb, оет (0н, f 
t=: 
T 
0 7d | i . 
这 里 (A 0) 满足 $ASOe E -1H 
. A -j | 


T ] 

| (istum e ny 
na 

0 ， 


. | 
= ` inf, | MA, Woe PD) a 
MA X ,P=1 9 : ` i 


nmt 


WE [82 x_bc H, Wi 


x = Mox, Ф оф, b= 3 o ,U o, (nz 1,2,...) 
t= i 


P - 281. 


e (-DAp = 5 Ф, Ф зе To Өт, (n= 1,2,.) 
-1 


从 而 由 推论 6,8 立 即 可 得 。 

附 记 本章 内 容 基 本 上 取材 于 C12 C63 (93 C103C 123 (163. 
其 中 定理 6.1、6.2、6。.3、6,4 属于 王 玉 文 、 陈 述 涛 0; 推论 6.2 
也 见 谢 敦 礼 的 23 , E166. 4X6 40925 例 6.1 、 定 理 6.5 归功 于 
Darst 等 (6] ; 定理 6.6. 6.7 属于 主 玉 文 [53; 而 引 理 6.3 选 取 
Darst 等 的 (0035 Æ 6.8, 6.9, 6.10, 2 = Е. KEH 
fgOD, 定理 6.11， 引 理 6.8，、6.9， 见 王 廷 辅 、 王 玉 文 的 [16 。 

$4 所 用 到 的 引 理 6， 7, cH AENEA. МОСС Меи) = 


p -证 得 . 据悉 周 爱 评 也 独立 地 得 到 定理 6.1、6.2 。 


| 关于 Orliez PIT Landers 与 Roggel, 15 
做 了 非常 出 色 的 工作 ， 但 由 于 他 们 所 用 的 主要 工具 是 格 论 ， 而 不 
是 几何 技巧 ， 故 未 收入 本 章 ， 有 兴趣 的 读者 可 直接 参看 他 们 的 论 
Ж . . 


е * x d 
CI) EEX, Kë, Oric рува P. 子 ， 纯 粹 数学 
与 应 用 数学 (1986) , no.2 ,44—51. ` 
[2] 1811, Orliez 空间 上 最 佳 逼近 元 的 特 ЛЕ, Tu № 大 学 学 
报 ， (1984) . 
сЗ) Муг. EEH, < 奥 尔 里 奇 空 间 及 其 应 用 》， 黑 龙 江 科 
— 技 出 版 社 ，1983 . | 
[43 A.L,.Brown, J.Func.Anal., (1974) 。 | 
[53 Т.В, Blatter, Appr., Тһсогу П, Texas, (1976), 299— 
302. . | 
(6) R.B.Darst, D.A.Legg, D.W.Townsend, Prediction in 
Orlicz Spaces, Manuscripta Math. , 35 (1981) , 91 


. 282 。 


[77] 


(83 


(97 


[103 


(113 


(123 


(133 


(147 


(153 


C163 


C173 


一 103 。 . 

D.Landers, L.Rogge, A Short Proof for a.e.Converg- 

ence of Generalized Conditional [Expectations, Proc. 

Amer,Math.Soc,, 79 (1980) , 471—473 . 
—,—— Best Approximants in L,—Spaces, 

Z.Wahrschei.Verw.Gebiete,51 (1980) , 215—237 , 

EEX, Banach 空间 中 预报 算 子 列 的 极限 定理， 哈尔滨 

科技 大 学 学 报 ， (1985) ,по.2. 

R.B.Darst, G.A, Deboth, Two approximation proper- 

ties and a Radon-Nikodyn derivative for `lattices of 

sets, Indiana University Math, J.,21 (1971) , 355— 

362 , | 

胡 顺 菊 、 喻 文 唤 ， 一 个 未 知 边 值 条 件 的 辨识 问 题 一 一 液 浮 

陀螺 仪 内 浮 简 表 面 温度 的 估计 ， 系 统 科学 与 数学 ，4 

(1984) ,no。.3,173 一 182 . . 

王 玉 文 、 陈 述 涛 ，Orlicz 空间 中 一 个 最 优 控制 问题 〈 待 发 

w. 

H.H,Kopnehkyk, « 逼近 论 的 极 值 问题 》，( 孙 永生 译 ) ， 

上 海 科技 出 版 社 ， 1982) . 

D, Landers, L. Rogge, Characterization of p-Predic- 

tors, Proc, Amer. Math,Soc.,76,(1979) , 307—309. 

› А Characterization of Best ф- 


, 


Approximants, Trans. Amer, Math, Soc., 267(1981), 


259—364 。 

王 廷 畏 、 王 玉 文 ， 分 布 参数 系统 的 最 小 Orlicz 范 数控 制 
(GERA. 

BESCHE, < EZ PETE IRAN ET». HORACE At, (1982). 


• 283 。 


